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ввЕдЕниЕ

В учебном пособии логически упорядо-
чеЕы и систематизированы основные и до-
полнительные сведения из школьного курса
геометрии (планиметрия и стереометрия),
которые позволяют решать самые сло}кные
геометрические задачи, предлагаемые на
выпускных и вступительных экзаменах (во
время государственной итоговой аттестации
или в заданиях ЕГЭ по математике).

,Щля эффективного использования пред,
лагаемых таблиц по планиметрии и стерео-
метрии следует учитывать Еекоторые осо-
бенности логического построения школьного
курса геометрии.

Как известно, школьный курс геоме-
трии дает представление о так навываемом
дедуктивном построении научной теории.
Такое построение rrредполагает, что каждое
свойство (теорема) курса геометрии должно
быть доказано (выведено) путем логических
рассуждениiт из уже известных (ранее дока-
занных) свойств. При этом осIIовные свойства
основных фигур (в планиметрии это точки
и прямые, а в стереометрии - точки, прямые
и плоскости) - аксиомы - постулируются,
то есть принимаются без доказательства.

В таблицах по планиметрии и стереоме-
трии приведены системы аксиом, приня-
тые в учебнике геометрии А. В. Погорелова
(полная их формулировка приведена в этом
учебнике). Однако и при работе по другим
учебникам геометрии можно испольвовать
эти таблицы, fiесмотря на то что в различ-

ньтх учебниках одно и то же геометрическое
понятие может быть определеЕо по-раsному.
Например, касательную к окружЕости можно
определить как прямую, имеющую с окруж-
IIостью только одну общую точку, или как
прямую, проходящую через точку окружно-
сти перпендикулярно радиусу, проведенно-
му в ату точку. Приняв за определение одно
из этих утверждений, можно доказать дру-
гое (уже не как определение, а как свойство
или призЕак касательной). По этой причиЕе
в разЕых учебниках геометрии могут приво-
диться различные определения одного и того
же fiонятия, однако полньтй набор свойств,
связанных с данным понятием, которые за-
фиксированы в его определении, признаках
и свойствах, является практически одина-
ковым во всех учебниках (именно этот на-
бор свойств и выделен в данных справочных
таблицах).

Работая с таблицами, следует учитывать,
ЧТО НаРJIДУ С ТеРМИНаМИ <(аКСИОМа> И ((ТеО-

рема} в курсе геометрии употребляются
ТаК}Ке ТеРМИНЫ <(ОПРеДеЛеНИе>, (При3нак),
<(свойство>. Соотношения между этими по-
нятиями представлены в табл. 1.

,Щанное пособие мо}Iсет быть использоваЕо
как учащимися для повторения школьного
курса геометрии, так и учителями Еа уро-
ке при обобщении матери:lла той или иной
темы при работе по любому учебнику гео-
метрии для общеобразовательных учебных
заведений.
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ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ПРИЗНАКИ И СВОЙСТВД
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФИГУР И ОТНОШЕЕIИЙ

ГЕОМЕТ,РИЧЕСКИЕ
Фиryры или отношЕния
(равенство, подобие, параллельЕость,

перпеЕдикулярЕость и др.)
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Таблuца 2

АКСИОМЫ ПЛАНИМЕТРИИ

1. Аксиомы
принадrlежности

2. Аксиомы взаимного расположения
точек на прямойи на плоскости

в
А

а)

Ас а,Ве а

CD
б)

Через точки С w D проходит
единственная прямая Ь.

с
а)

Точка В лежит меЕсду точками А и С

Прямая о равбивает плоскость на две
полуплоскости с и В.

Точки Аи В лежат в разных полуплоскостях;
С и D (пли М и N) лежат в одной поJцдuIоскости.

3. Аксиомы измерения 4" Аксиомы откладывания
А в а)АВ=а}О

б)АС=АВ*ВСв с

в) ZABC = zo } 0О

180"

".}о о
т)lСQД=tЕФ"

д)ZАОВ=ZАОС+ZСОВ

а) отрезок ОА = rп - едиЕстЁенньтЙ
о А

б) Z САВ = пО - единственный
0<п<180

в) А АrВrС, = ЬАВС

с

5. Аксиома параллельных

Череа точку В
не более одной

Ве а.
можно провести Еа плоскости
прямой, параллельной даяной



Таблuца 3

углы

L
с

(стороны разверIIутого
угла - дополЕяющие

лучи)

ZАоВ=180о=fiрад

Луч OD - бисеектрпса Z АОВ

Z АОВ пополам, то есть Z AOD = Z BOD)

Смежные углы

lLпZ2-смежЕые

ZL + Z2=L8Oo

Сумма сме}IсЕых углов равна 180"

Z.lпZ3-вертикальЕые
Z2uZ.4- вертикальные

Z|=Z3 Z2=Z4
Вертикальные углы равны

Углы, образую.циеGя при пересечении двух прямых секущеЙ

Внутренние одЕостороЕЕие:
Z|иZб;Z2пZ8.

Внутренние Еакрест лежащие:
ZLиZ8;Z2пZб.

СоответствеЕные:
Z 4и Z б; Z В п Z 8; Z. l п Z 6; Z 2 и Z Т
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Таблuца 4

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ
Определение

а .Щве прямые называют параллельньIмu,
если они лежат в одной плоскости
и не пересекаются.

Через fлl,очtсу Bfue прямоti Moctclto провесfпu,
tпопъко оOruу прямую, fuараллепъruаю ilaH,H.oti.

ь

2.с

3.

Признаки
параллельности Gвойства

1. Еслш Z1= Z.3,
плпZ|=Z4,
илпZ2+Z3=180о,
Tooll Ь.

2. Еслп а Lc, Ь Lc
Tooll Ь.

3. Если а ll с, Ь l| с,
тоо|| Ь.

Две fuря,мые, fuараппелъfuы,е
mреmьеti прямой, fuараппепьн,ъl,
0руа 0руеу

1. Если а ll Ь,

ToZt=Z3,
Zt:Z4,
Z2+ Z3= 18о'.

2.ЕслпаllЬ,сLа,
то с Ib.

ЦЦLПЕНДИКУЛЯРНЫЕ ПРЯМЫЕ
Определение. ,Е,ве прямые называют

перпендuкулярньIмп, если они
пересекаются под прямым углом.

Z АоВ = 90о

Через 0ан,ную fлLочrcа Moxtcшo лLровесtпu п,Lопьlсо
оOн,у mрямую, ruерfuеruOuку лярlt цю ilantruoli.L

ПЕРПЕНДИКУЛЯР К ПРЯМОЙ
Определение. Перпендпtryляром к данной прямой назы-

вают отрезок прямой, перпендикулярной
к данной, от данной точки до точки пересече-
ния этих прямых.

ОА L а | О,+ - перпендикуляр к о А - основание
перпендикулffра

свойства
1. Расстояние от точки до прямой и8меряют шо перпеЕдикуляру.

ОА L а (Ас а) l ОД - расстояние от точки О до прямой а
2. Перпендикуляр - кратчайшее расстояние от данной точки до точек дr"йt гrрямой.

Расстояние между фигурами
Определение. За расстоян ие мех<ду фи ryрам н прини-

мают наимень[uее из всех расстояний,

Расстояние от F, до Fz: АВ

о



Таблuца 5

СВОЙСТВА СТОРОН И УГЛОВ ТРЕУГОЛЬНИКА

ZA+ZB+ZC=L8O"

Сумма углов треугольника равIIа 180".

Внешний угол треугольника
Определение. Угол, смежный с внугренним углом

треугольника, называют внеlцнпм углолil
треугольнпка при данной вершине.

Z 4 - внешний (при вершине С)

Свойства
1. Внешний угол треугольника равеII сумме двух внутренЕих углов, не смежных с ним.

Z4=Zl+Z2
2. Внешний угrэл ц)е]rгOлышка боlьше лобото внуц)еЕнею )iтла, не смежноr0 с ним.

Z4>ZL,Z4>l2

НеравенGтво треугольника

lь-"|<с<ь*с
В произвольном треугольЕике
каждая стороЕа меньше суммы
двух других сторон (и больше
модуля разности этих сторон).

Равнобедрен ный треугольник
Определение, Треугольник называют равнобедренньлм,

если у него две стороны равны.

^ 
АВС - равнобедренный (АВ = ВС)

АС - основание, АВ п ВС - боковые стороны

Свойства
1. Еели в А /ВС АВ = ВС,

TolA=ZC.
2. Еслш 

^АВС - равнобедренный
п BD - медиаЕа,

Признаки
1. Еслш в А,4ВС ZA= ZC,

то АВ = ВС.
2. Есдrп в треугольЕике совпада-

ют:
а) высота и медиана, или
б) высота и биссектриса, или
в) медиана и биесектриса,

то BD - высота
и биссектриса.

В равн,обе0 рен,но м Iпреу ао пьll,uftе
вы,соfп,а, MeOшaHa u, бuссеlсtпрuса,
провеO ен,lt ы,е ft осILова н,tIю, coBlLa-
0аюm.

то треугольппк
равпобедреппый.

8
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Таблuца 6

РАВЕНСТВО ТРЕУГОЛЬНИКОВ
Определение. .Щве фиryры называют

равнымп, если они
движением переводятся
одна вдруryю.

^АВС=ААrВrС, е)
АВ=АrВ, l ZA=ZA,
AC=AtCt l ZB=ZB,
ВС=В,P, l ZC=ZC,

Свойства
1. У равных треугольЕиков все соответствуюЩие алемеЕты равIIы (стороны, углы, ме-

диаЕы, высоты и др.)
2. У равных треугольЕиков против равных етороfl дежат равIIые углы, а против равных

углов лежат равные стороЕы.

Признаки равенства треугольников

1. По двум сторонам и углу между ними.

2. По стороне и двум прилегающим к ней
углам.

3. По трем сторонам.

Признаки равенGтва прямоугольных треугольников

L-/ Т/-/
По двум катетам.

По катету и острому углу.

По гипотенуве и острому угду.

По гипотеIIуве и катету.



Таблuца 7

Таблuца 8

МЕДИАНА ТРЕУГОЛЬНИКА
Определение. Медпана треуголъника - отрезок, соеди-

няющий вершину треугольника с серединой
противолежащей стороны.

ВК - медиаЕа К - середина АС

Свойства
1. Все три медианы треугольЕика пересекаются в одной

точке, которая каждую медиаIIу делит в отЕошеЕпп 2zL,
считая от вершиЕы.

М - точка пересечеЕия медиаЕ
(центр тяжести треугольника)

Амвмсм2,......'....'......_=.....-=-=_MNMKMT1

х _--;:/iD 2. 2Ь2 +2с2 Если в условии геометрической вада-

|Mj
чи рассматривается медиана треугольника, то часто удобно
продолжить медиану за стороЕу и дополIIить рисуЕок до
паDаллелогDамма.

3. В прямоугольЕом треугольЕике медиаЕа, про-

веденЕая к гипотеIIузе, равна половиЕе гипотенузы.

БИССЕКТРИСА ТРЕУГОЛЬНИКА
Определение. Бuссектрuса треугольнпка - отрезок биссекгрисы

угла треугольника, соединяющий вершину
треугольника с точкой противоположной стороны,

BD- биссектриса l zдвп=lсвD=LlВ
треугольЕика | 2

Gвойства

1. Биссектриса треугольIIика делiат противолежащую стороЕу IIа отрезки,
пропорциоIIаJIьЕые прилежащим сторонам треугольЕика.

2. Все три биссектрисы треугольника Еересекаются в одной точке, равЕоудаJIенной от трех
стороЕ треугольЕика, - центре вписанцой окружности.

О - точка Еересечения
биссектрис треугольника,

центр вписанной окружности.

3. l
lAOC=9O"+- ZB

2
1lAOB=9O"+'.ZC
2
-t

Z ВоС =9о" + lZ А
2

10
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ВЫСОТА ТРЕУГОЛЬНИКА

Определение. В btcoTa треугол ьн п ка - перпенди куля р, п роведен н ы й из верш и н ы
к п ря мой, содержащей п ротиволежащую сторону треугол ьн и ка.

Щля прямоугольного треугольfiика:

BD- высота l BoLAc ВА - высота
(l А = 9О"|

Свойства

1. Прямые, содержащие высоты треугольника, пересекаются в одной точке (ортоцевтре).

2"
Высоты треугольЕика обратно rтропорциональны его сторонам.
В частности, наибольшая высота треугOльfiика проведена к его
наименьшей стороне, а наименьшая сторона - к наибольшей.

1.1.1
аЬсhozhuzh"=

Таблuца 9

Таблuца 10

СРЕДНЯЯ ЛИНИЯ ТРЕУГОЛЬНИКА

Определение. Средней л п н ие й треуrол ьн п ка
называют отрезок, соединяющий
середины двух его сторон.

MN - средняя линия
М - середина -4З
N - середина ВС

Свойства

L. MN ll лс

2. мм =*о"
Средняя лиЕия треугольЕика параJIлельЕа одной
из его сторон и равIIа половиIIе атой стороны.

ё
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СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ЭЛЕМЕНТАМИ

ПРЯМОУГОЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА
Z С = 90"; с, Ь - катеты, с - гиrrотенуза; Z А= u

а2+ь2-с2 - теорема Пифаrора

lB=90"-g с}а,с>Ь

CD - высота

^ 
ACD - А,4-ВС

А CBD cD А /ВС

^ 
ACD cu А CBD

sin сr, = 
О; cos о=!;
с

,атgс[=Б; ctg сх, =

с

ь
а

Таблuца 11"

Таблu,ца 12

СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СТОРО и
т]г
a /l

-Y l_ И В ПРОИЗВОЛЬНОМ ТРЕУГОЛЬНИКЕ
Теорема сиЕусов Теорема косиЕусов

аЬс

-: -=-=2Rsin с sin В sin у
с2 = а2 + Ь2 - 2аЬ cosy

В - радrус описанной окружЕости

Следствия
1. Если ё : а2 | Ё, rо у = 90о, то есть ц)еугольник прямоуFоJIьньтй (теорема, обратная теореме

Пифатора).

2. Если с2 < а2 * Ь2, то угол y - острый (cos у > 0); если с - наибольшая стороЕа,
то треугольник - остроугольный.

3. Если с2 > а2 * Ь2, то угол y - тупой (eos у < 0).

4. В треугольнике против большей стороны лежит больший угол, против большею 5rгла
лежит большая сторона: а>Ь <э сr > В.

L2

a=c.sinсx,
b=c.cosO(
с = b.tg cl
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Табпuца 13

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ (DИГУР. ДВИЖЕНИЕ
Определение. пЩви>кение - это преобразование, при котором

сохраняются расстояния между точками фиryры.
Во время движения сохраняются углы между л}цами.

Х'Y' = ХY

Симметрия относительно точки Поворот

a

OX'=OXlZXOX'=a

Симметрия относительно прямой параллельный перенос

XX,Ll
ХМ = МХ'

Х'(х+а;у+Ь)

Точrcu смеч4аюlпс,я.
по параллелыrьLм прямььм (uлu
совпаOаюu4uм пр,ямьLм) на оOно
ч rпо же расслпо,янuе в оOнолп
u mолI же направленчu.

13
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Т аблuца 1 4 ýýе]ý€ýýr*й}ý*ýж]r*ý;r'*rr;rаэir:;::r;r::r,::

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПОДОБИЯ
Определение. Преобразование, при котором расстояния междуточками изменяются

в одно и то же число раз, называют лреобразованuем подобпя.
*вr-зi**т*ал

1. ПреобразоваIIие подобия сохраIIяет углы между лучами.

2. У подобных фигур соответствующие углы равЕы, а соответствующие отрезки - про-
порциональЕы.

#=К - коэффициент подобия

гомотетия

Если точка Х отображается в точку
ато означает:

1) точка Х'лежит на луче ОХ;

х,

Прч zомоmепхuu опхрезоrc оrпображаеrпся в параллелъньttt eJwy ompnolc (uлч в олпрезоIс,
лежачцut"t. с Oанньtлl оrпрезлсом на oOHoil. прмwоit,).

X,Y, || XY

t4

2)
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ПОДОБИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ
Определение. .Щва треугольника называют под обн ьtми,

если они переводятся друг в друга
с помощью преобразования подобия.

^ 
АВС..: А АrВrС,

Свойства

2.

б.

1. У подобных треугольников соответствующие углы равны, а соответствующие отреsки
пропорциоЕальны.

ZA=ZA;ZB=ZBilC=ZCt АввслсhR....................'....._=-=-=-=-=...=r-r
лrщ \Q лtсt ц &

Soor. 
=( АВ_\' 

= *,
з^"*", -[Za] -

Отношение периметров подобных треугольников равно отношению со-
ответствующих стороЕ и равно коэффициенту подобия.

Отношение rrлощадей подобных треугольЕиков равIIо ква-
драту коэффициента подобия.

П ризнаки подобия треугольников
Если ZA=ZAf ZB=ZBf
тоА,4ВС-АДrВrС,

Если ZA=ZA|, !В= =+.ЦВ, ЦСr'
то А,4ВС сu А -4rВrС,

Если в _вс =лс-- - - лrв, вrс, лrсr'
тоАlВС."АаlВlС1

по двум равным углам.

по двум пропорционаJIь-
Еым сторонам и углу
между ними.

по трем пропорциональ-
ным сторонам.

Если PQ ll ДС,
Прямая, параллельная сrпо-

роне rпреу?ольнurcа, оlпсе-
rcаеrп оп,L не?о rпреу?олънчrc,
поOобньtit, 0анному.

то А PBQ .ч д 1вс

Ееш,I ВВ1 || СС| ll DDf
ПараллельнъLе fLрямые, пе-

ресеrcаюu4че спLоронъL у?ла,
оrпсеrcаюlп на cflLopoшax у?ла
пропорцчональньLе о rпре зlсu.

- теорема Фалеса.

то АВ z ВС z CD = ABt z ВrСr: CrD,

В частности, если АВ = ВС = CD,
то АВr= ВrСr= CrD,

Е с лu fuарапле пьн,ьLе llp я мьсе, fuе ресеrcаючцrе сm,ороlt ъl, у а па,
оfп,сеrcаюпl н,а oOH,oti еао спtороruе равшы,е опl,реsrcu, fll,o ot!,tl оtп-
сеrcаюtп равн,ы,е опLреаftu ч на Oрgаоti еао сfпороше.

15
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с Определение. Четырехугольник, у которого противолежащие
стороны попарно параллельны, назь!вают
параллелограммоNl,

ABCD - параллелограмi![

свойства
1. Fюди ABCD - ""о""""".*"-*

то АВ: DCi AD = ВС;
ZA=ZC;ZB=ZD.

У параллелотраJиJуIа проrпuволе-
ж ашruе с mоронъL рабldьL, проrпuво-
лежаu4uе уальL paottbL

лв |l CD, вс ll лD

l Признаки

l 1. F,сли ABCD - четырехугольник
l иВСUАD,вс=лD,

то ABCD - параллелограмм.

Еслu в чеmырехglольнutсе 0ве
cmopoltbl параллельны u равнъL,
mо он - параллелоераJпJи.

2. Естш ABCD - чегьтрехугольник
пАВ=DС,АD-ВС,
то ABCD - ,r.р"ББо"р"**

Еслu в чеrпьLрехуzольtлurcе про-
muволежашJае cnxopotlbl попарно
paBHbL, mо он - параллелоерамJп.

"N"
2. Если ABCD - параллело-

граммиВD-диагональ,
тоА,4BD=АсDБ.

luаеональ ilелum параллелоерамм
на 0ва paBHbLx rпреуеолъллulса.

3. Если ABCD - параллело-
гр€tмм, АС и BD - диагон€lли,
то ,д,о = оС; Во = OD.

luаеоналu параллелоераJпма
lпочrcоil rlересеченuя 0еляmся
паполаJw.

3. Ее,lшr,AДСD - четырехугольЕик
иАо=ОС,Во=оD,
то ABCD -,r.рБо*оо"р"**.

Еслu 0uаеоналч чеrпъLрехуоаль-
нuIса в fпочrcе пересеченuя 0е-
ляпLся пополаJ14, пLо эrпопх чеrтLьL-

реху аольrLurc - параллело?ралrJп.

AC2+BD2=2(ADr+AB2)

Сумма rcваOраmов Оuаеоналеil
параллелоерамлrа равна сумм.е
rcваOраmов всех е?о clnopold.

4.

16

м



-=-

Прямоугольник

Определение. Параллелограмr, u "оrооого 
все углы прямые,

называют прямоуголънп ком,

Свойства Признаки
1. Все свойства параJIлелограмма.

2. Еслш ABCD -ПРЯМОУГОЛЬЕИК,

ToAC:BD
(диагонали прямоугольЕика
равны).

1. Если ABCD - параллело-
граммиZА=90О,
то ABCD - прямоугольЕик.

2. Еслп ABCD - параллело-
граммиАС=ВD,
то ABCD - прямоугодьЕик.

Ромб

Определение. Параллелограмм
равны, называют

Свойства

у которого все сторонь1
tомбом.

Признаки
1. Все свойства пар€uIлелограмма.

2. Еслп ABCD - ромб,
АСиВD - диагонали,
то: а) АС l BD - iluаооналu

перпенOurcул,flрньL;
б) диагопалп являются бис-
сеЕтрпсами углов ромба.

1. Есшr ABCD - четырехуголь-
никиАВ=Ю=ВС=СD,
то ABCD - ромб.

Еслч у челtLъLреху?ольлLurcа
все спlороны равны, rпо он -

Квадрат
Определение. Прямоугольник, у которого все стороны равны,

называют квадратом.

Эквившентное определение. Ромб, у которого все углы
прямые, называют квадратом -

Свойства

Все свойства прямоугольника и ромба.

|7
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Таблuца 17

трАпЕция
Определение. Четырехугольник, у которого две стороны

параллельны, а две другие стороны
не параллельны, называют трапецпей.

вс ll лD

ABCD - трапеция, AD и ВС - основанпя, АВ и CD - боко-
вые стороньт, АС и BD - диагонали, ВК и TN - высоты.

Частные случаи трапе ции
Р авн,обокая, u,пtl, р авн,обе0 ренн,ая,
с равными боковыми сторонами (l

свойства

, ftLраILецuя 
- 

трапеция
iB = СD).

Признак

Углы при основании
равны.

,Щиагонапи равны.

Если ABCD - трапеция
иZА=ZDилиАС:ВD,
то.А-В = CD

Прямауаольltая, mрсхльечлъя 
- 

трапеция, у которой одна бо-
ковая сторона перпендикулярЕа оеноваЕиям.

h =АВпрямоJт. тршеции

Сведняя линия трапеции
Определение. Отрезок, соединяющий середины боковых

сторон трапеции, называют
средней лпнпей трапецпп,

MN - средняя линия

Свойства

MN ll AD
мN ll вс MN =Щ+ё' СреOняя ланuя fпрапецuu параллельна

основанu&лl ч равна uх полусаJWJще.

Ти п ичн ые дополн ител ьнь!е построения для трапеции
(изображены штриховыми линиями)

DA

вк LAD
см LAD

АВ и DC продолжЕть
до пересечеЕия

18
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Таблuца 1,8

:

окружность, хорды и дуги
Определение. Окруlжность - Фиryра, состоящая из всех

точек плоскости, равноудаленных от данной
точки (центра),

О - центр окружЕости; ОА - радиус;'АВ - диаметр.
CD - хорда (отрезок, соединriющий две точки окружности).

Наибольшая хорда - диаметр

Свойства

ЕслиvАВ=vСD,
ToAB=CD
(равные 0уаu сrпяаuваюлп
xopObt).

paBrLbLe

Еслш АВ = CD,
Tou-4B:wCD
(равнъtе xopObt сmя?uва-
юпх parHble 0уеu).

Если АВ || CD,
Tov/.B=uBD

(параллельнъrc xopObL оrтLсеrcаюп7 на онруж-
Hocfn.I paBHbLe 0уеu).

D
Если CD - диаметр, АВ - хорда,

cDLAB, l лr-мв,
то АМ = МВ I -----:- -(пчлс=uсв). l 'ocDLAB'

!uамеmр, перпенOurcулярньLft rc хорOе, 0е-
лuп эпху хорOу (u 0уеu, rcолпорьLе она слпя-
оuваеrп) fLополам, ч наобороtп.

дý.SВ = CS. SD
где S - точка rтересечения хорд АВ и CD

Fre,м ДВ - хорда, АС - д4амегр, BD L АС,

АВ2 : AD. Ас
BD2 : AD. DC

19
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Таблuца 19

oKPyжHQeTb. кАсАтЕльныЕ и сЕкущиЕ
Определение. Прямую, имеющую с окружностью только

одну общую точку, называют касателъной
К ОКРУDКНОСТП.
АВ - касательЕая1' А -- точка касаЕия;
CD - сек5дцая (прямая, имеющая
с окружЕостью две общие точки).

свойства

Еасаппельная перflенOurcулярttа rc ра-
0uусу, провеOенному в mочrcу rcасанuя.

(ВиС-точки
касания)

Еслч uз oOHoit, rlочlсч rc oilHoil оrcружностfuч прове-
0ены 0ве rcасаm,ельньLе, пхо олпрезrcч ftасалпелыl.ъLх
paаrubL межOу собоtl.

SA, SB = SC. SD SA, SB = SMz

где SЛ/ - касатедьная, М - точка касания

Наuбольutее u наuJwенышее рассfпоянuя оm ilaHHoit, rпочrcч Оо rпочеrc оrсруJIсл+осfпч uзперя-
юrпся по пр,*лпоil, прохоOяu4еtl через 0анную почrcу u цен,rпр оrcружл|оспu.

МЕ 
- 

ЕаимеIIьшее расстояние от точки М до точек окружности;

МК 
- 

наибольшее расстояIIие от точки М до точек окру}кЕости

2о
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Таблuца 20

ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ

прямоЙ и окружности
Пусть d - расстояfiие от центра окружЕости до прямой, r - радиус окружности.

Общих точек IIет. Одна общая точка
(прямая АВ - касательная).

,Щве общие точки.

ВВАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ

ДВУХ ОКРУЖНОСТЕЙ
Пуеть ОrОr= d - расстояние между центрами окружноетей,

rtи t" - радиусы окружностей (rr> rr).

Общих точек нет Одна общая точка
(окружности касаются

в атой точке)

.Щве общие точки
(окружности пересекаются)

внешнее
касание fr-гr<d<rr* r,

внчтDеннее |

Iкасание |

I

о<d{ft-гz |М е ОrО, - точка касания ле- 
|

iжит на прямой, проходящей 
|

I через центры окруясностеЙ. 
:

2L
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Таблuца 21

ОБЩИВ КАСАТЕЛЬНЫЕ

ДВУХ ОКРУЖНОСТЕЙ
1. Окружности пересекаютGя (l r, - r"l 1OrOrl rr* rrl

Щве общие касательнъте а п Ь

Если г, = Г2l Если r, # Гrl

тФ &, тоо!tЬпересекаются
на прямой ОrО,

Типичное дополнительное построениеz О"К L ОА

2. Окруlкности касаются (М - точка касания)
внешrrее касаЕие

(ОrОr= r, * t2)

Три общие касатель-
ные:

,MN; а; Ь

= Г2'

MN L о|о2

Если r| + r2,
тоапЬ пересекаются
на прямой ОrО,

тоо || Ь

О! М,

Если r,

Впутрепнее касаЕие
(оrОr= | r, - r, l)

общая касательЕая - М

MN L о|о2

3. Одна окружность лежит вне другой (ОlО z) гt + r2l

Четыре общие касательные: о; Ь; с; d

с п d пересекаются на отрезке ОrО,

Если r, = гrs Если rL + 12,

тоа || Ь то4иЬпересекаются
па прямой ОrО,

4. Одна oKpy)tнocтb лежит внутри другой (оrО'( l r' - r"ll

Общих касательных нет

22
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Таблаца 22

углы в окружности

Z АОВ 
- цеIIтральный угол

ZAOB=wAB

It енmральньtit, у аол uз JуIеряeлпс,я 0а еоil.,
на rcоmорую он опчраеlпся.

Z АВС - вписанный угол

Z Авс =Lw лс =Lz лос22
Впuс aHHblil у е о л uз меряеmся по ловuноtt, 0 у ou,
на rcопораю он опчраеtпс&, u равен половuне
ценпральноео аала, опuраюu'е?ося на па же

0уау.

ZABC=ZADC=ZAKC
Впuс анньtе у 2лъL, олLuраюu4uесе

на оOну ч rпу же 0уоу, равнъL меuсOу собоtt.

ZABC=ZADC=90o
Впuсанньлil уеол, опuраюuцuitся на Ouамеrпр,

равен 9О".

МА - касательная, МВ - секущая.

z лмВ =f,w IUtnB

АВиСD-хорды

z АмС= 
*'r., 

АС +v DB)

ВАиВС-секущие

l Авс= 
*'l_, 

АС -w DE)

23
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Таблuца 23

длиЕа д/ти, соответствующей
цеIIтральЕому углу в z градусов

длина дуги, соответствующей
цеЕтральному углу в о( радиаII

,=Ж.O=R0

площадь rcругового сектора,
соответствующего центраJIьIIому
углу в n градусов

площадь кругового сектора,
соответствующего цеIIтральЕому
углу в 0 радиан

s=*,o=*;o

круговой сегмеЕт

S*n"-"o- сешеmа = S*n*"o- **-* Т SOOO"

(при о < 180О знак (-},
при 0 > 180О зпак <*>)

IСЕЦЖНОСТИИ ЕЕ ЧАСТЕЙ

пло КРУГА И ЕГО ЧАСТЕЙ
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Таблuца 24

Фо
ШIИОIIИСАЕIНЫЙ

(описаннаfi и вIIисанная окрч}кности)

Вписаппый мЕогоIлодь-
Еик - все вершиЕы ле-
Есат Еа окружЕости.

Описанный многоугольfiик 
- 

все стороны
являются касательными к окружности.

пеРD
r - радиус вписанной окружности.
О - точка пересечения биссектрис
внутренних углов.

ВПИСАННЫИИ ОПИСАННЫИ

ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ

ZA+ ZC = 180о,
ZB+ZD=t8O"

И наоборопl: еслu а чеmьLрех-

уzоJLъl{urcа сулlлNа пропхuво-
лахаuцuх у2лов равна 180",
m,о оrcало не?о JиoжIdo опu-
саm,ъ окружldосmь.

AB+CD=BC+AD
(суммы длиЕ противолежа-

щих сторон разны)
И наобороrrl: еслu у вьLпаrcло-
?о чеfi|ьLре ху е о льнulса су Jw]wbL

0 лuн проm,uволежаu4uх сrfuо-

рон paBHbL, пlо в неао Jyloжlto
впuсаtLъ окружIdосmъ.

прямоугольник
1. Если параллелограмм вписан в окружЕость, то он

ПРЯМОУГОЛЬЕИК.

2. Щентр окружЕости, описаЕной около прямоугольЕи-
к&, - точка пересечеЕия его диагоналей.

ТРАПЕЦИЯ И РОМБ

Eiclпл ABCD -вписаЕная
трапеция,
то АВ: CD

d -hвпис. окр

О - точка пересече-
ния биссектрис вЕу-
тренних углов.

ZAOB=ZCOD=90o

квАдрАт

8 Ёо"о,"= ъо=*

п:Zt)



Таблut4а 25

ОКРУЖНОСТЬ, ОПИСАННАЯ ОКОЛО
ТРЕУГОЛЬНИКА, И ОКРУЖНОСТЬ,

ВПИСАННАЯ В ТРЕУГОЛЬНИК
Описанная oKpy)<нocтb

О - точка пересечеЕия середиЕIIых rrершеЕдикуляров
к стороЕам треугольника;

ол=ов=ос=R

Цqцожен ие центра оп исан ной окружности
остроугольный
треугольник

тупоугольный
треугольник

прямоугольный

"реугольник О - середина
гипотенувы

Вписанная окр}D(ность
О 

- 
точка пересечеЕия биесектрис вIIутрен-
Еих углов треугольника;

OD=r;ODLAB

_ _2Soo""' а+Ь+с

В прямоугольном треугольнике В равнобедренном треугольни ке

OK=oM=oD=r
(ОКСМ - квадрат)

АВ = DC;
BD - высота, медиа-
на и биссектриса;
АО - биссектриса
углаА

26
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ОКРУЖНОСТИ, ОПИСАННЫЕ И ВПИСАННЫЕ

В ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ
Определение. Выпуклый многоугольник называют

правилъным, если у него все стороны
и все углы равны.

Gвязь между стороной правильного п-угольника и радиусами
описанной и вписанной окружностей

п rL=3 п=4 п=6

R
ап

2si.'. 180'
п

а
Е

а
а а

r
ап

,tglýщ
п

а
тБ

а
,

oJý
2

Таблutца 26

Таблuца 27

ПЛОЩАДИ ТРЕУГОЛЬНИКОВ

S = lobsin т

ý= р(р-а)(р-Ь)(р-с) - формула Герона (r=*Р).

, где -& - радиус описанной окружности

, где r - радиус вписаннои окружности

Правильный треугольник Прямоугольный треугольник

S=Lab
2

S=Lc. h2,

S = lbcsin А
2

27



Таблuца 28

ШЛОШАДИ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКОВ

s=}4arsinч
Площадь четырехугольЕика равЕа
половиIIе произведения диагоналей
Еа синус угла меJЕdду Еими.

Прямоугольник Квадрат

ý = 1d2 sin <р

Параллелограмм Ромб

S=absincr

s = }4а, sin <л

S=a2sincr

Трапеция

(п - длина средней линии)

s = }аrа, 
sin ч

Площадь описанного многоугольника

гдер - подупериметр много-
угольника, г - радиус вписан-
ной окружности

28
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Тяб"пuц*. 29

ВВЕДЕНИЕ НЕИЗВЕСТНЫХ ПРИ РЕШЕНИИ

ЗАДАЧ НА ВЫЧИСЛЕНИЕ
Орu,ен,muр. Вслu в асловuu ?еоJwепхрuчесrcоil, заOачч на вычuсленuе вообul,е не заОаньL опхрез-
teu uлu заОанньrе оrLрезtсч u уельL невозможно объеОuнuп,l.ь в уОобньtil Оля речлlенuя Iпреазоль-
нu.rc, tLo в лпапеоJп случае обьtчно ввоOяm неuзвеслпньil оmрезоrc (uлu н,еuзвесrпньdl уеол, лtлu
несrcольrcо неuзвесmньш ).

3адача. В равнобедренном треугольнике медиана, проведеЕная к основанию, равна25 см. Вы-
числить площадь этого треугольника, если радиус вписанной в него окруЕtности равеII 10 ем.

План Решение и комментарий
1. обозначuлw rcаrcоil,-mа
буrcвоit,, наrLрuJwер х, l+e-

uзBecffLldbLil опtрезоrc (или
угол, или несколько неи3-
вестных).

В задаче sадана медиаIIа СМ, которая одно-
временно является и биссектрисоiт,, и высотой
равнобедренного треугольникаАВС (АС =СВ ),
и радиус вписанной окружl{ости ОМ. Эти
два отрезка, не являются сторонами удобно-
го для решения треугольника. Тогда выберем
какой-либо отрезок как неизвестный, чтобы
этот отрезок вместе с заданными отрезками
обравовывал удобные для решения треуголь-
ники. Пусть х : АМ (r > 0). Этот отрезок
является стороной прямоугольЕых треуголь-
ников, в которых второй стороной является
и медиана СМ, и радпус ОМ.

2. СосmавляеJw уравненuе
( uлu сuсmеJwа ypatrleHuit. )
с ввеOеннъt,лtlu неuзвесm-
ltbL]иu.

Ив А АМС: Ас=r[лr[\СМ'=rtx' +r5' =r[*\BZb.
Чтобы составить уравнение, воспользуемся тем, что цеЕтр вtIи-
санной окружности лежит в точке fiересечения биссектрис,
то есть АО - биссектриса угла ВАС. Тогда АО является также
и биссектрисой 

^ 
АМС.

По свойству биссектрисы вIIутреIIЕего угла треугольника (см.
табл. 8) иiчrеем:

Ас -.Со - ,о ".r, 
ffi ='u.АМ оМ'' х 10'

3. Реtuаем палучеtlt{о€
уравненuе (или систему
уравнений или преобра-
зовьIваем их так, чтобы
получить ответ на воIIрос
задачи), uз peluelluit, Bbt-
бuраеiw rrLe, копlорьLе уOо-
влепlворяюm условuю ?ео-
]wе rrlрuче с к oit. з а0 ачu.

Возводя обе части последнего равенства в квадрат и решая Ео-
лученное уравIIеЕие, "o"*iiT uoo.
Отсюда

,=J5Об=10G.
(Поскольку х > 0, то второй корень получеЕного )равЕеЕЕя
,=-J500=-10G Ее удовлетворяет уеловию задачи и его Ее
ваписывают в решение.)

4. Попьзуясь l+ailOeHHoil ве-
лuчuной, Oаеtw опtвепL на во-
прос заOочu

Тогда

Son 
" 
=f,M.CM = АМ.См =2бх= 250G (смr).

оmвеm:250G см2
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Таблuца 30

содержание некоторых вериантов метода плоlлlадей
|. Разбumь OaHъbtit мldо?оааолънulс на часлпч u запuсалпь оmОелъно плоuлrаОь все?о мноео-

уоольнurcа u оrпOелъltо сумма плоu4аOеtt всех еео часrпеil, ч прuравлLялпь получеruлъLе ве-
лuчultьL.

2. [ля fпо?о чпхобы ruаil.rпu otLшolueHue опLрезrсов, расположенных на oOHoil прямоit.
uноzOа бьrcаеm floлe3uo lалtенutпь еао оmноluеruuем плоuл,аОеil тпреуеолънulсов с обшrеil
BepuluHotl,, основанuяlwu tсоплорьtх являюmся рассмаmрuваемьLе опхрезlсu.

3адача 1. ,Щокажите, что бшссектрису AD : lo тре5rгольЕика ДВС мопсЕо вьf,чIислить по
формуле , 2Ьс ct

La= b+ccosT'
План Решение

1. 3апuчлем пло-
u4aOb преу2ольна-
rcа АВС 0вумя спо-
собалtu.

Пусть AD - биссектриса треугольнпкаАВС
со сторонахтп АВ = с и АС : Ь. Если Z ВАС : а,
то Z BAD = 2C,aD =f,.

1) Sдадс = Sоозд *Soo", =Ъ"Lsiп}+}ЬZ" sin9 =

=|{b+c)t"sin}.

2) Sоадс = 1bcsin cr.

2. Прuравняzм по-
лученflьLе вьLраже-
Hllя ч HailOeM uз
полученlлозо paBerL-
сrпва значенuе l .а

Приравнивая правые части этих выражений, JлITeM, что

sin ш = 2sin{cosS, rrол}лIаем:22

f,Ф 
+ c)t"sin 9 = 

} 
ас sin сx' то 

""r" }{а 
+ с) J" sin 9 = *U". 

2 sin}cosfi .

Отсюда \=ffcos}, ото и требовалось доказать.

3адача 2. ,Щокажите, что биссектриса вЕутреЕЕего угла треугольЕиIса делпт противопо-
ложЁую стороЕу Еа отрезки, ддпцы которых пропорциоЕальЕы длиЕам прплегающих
стороЕ треI/тодьЕпка.

План Решение
чтобы найти отно-
шение отрезков BD
пDС,попрбуемнай-
ти отЕошеЕие пло-
щадей треугольIIи-
КОВ ABD И ACD С

общей вершинойА,
основаЕиями кото-
рых являются даЕ-
Еые отрезки (тогда
и высота атих тре-
угольЕиков, прове-
денЕая ив верши-
ны А, также будет
общей).

(1)

Пусть AD = lo - биссектриса треугольЕtткаАВС со стороЕами АВ = с,

АС = Ь и ZBAD=ICAD=9, BD = пL, Dc = rL (см. рисунок). Тогда,
с одной стороны, 2'

1с
so*o =*,"r"sinff, soo"o =:ы"siп9 и ffi:=#З=;.

2" 2
С другой стороЕы,

1_
soo.u, =Ъ*h., Soo"o =*nO" " Ж ='ff=:. (2)

2"
Приравнивая правые части выражений (1) и (2), получаем Щ=9,
что и требовалось доказать. П О
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Таблuца 37

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ

ОКРУЖНОСТИ ПРИ РЕШЕНИИ ЗМАЧ
Ориентиры

ИСпользование вспомогательной окружности при решении планиметрических аадач
Обычно характеривуется оборотами типа <Проведем окружность чеfеа точки Х, У, ...>
ИЛИ <Ваметим, что точки Х,У,... лежат на одной окружЕости...}. Как известно, вокруг
ЛЮбОГО ТРеугольЕика можно описать окружЕость, поэтому через .rпобые три точки, Ее
леаrсащие на одпой прямой, всегда мозIýЕо провестr окруэIсЕость.
ЕСли приходится описывать окружЕость около четырехугольЕика (или вписывать окруж-
нОСть в четырехугольник), то как при8IIаки существования описанной или вписанной
в четырехугольЕик окружности испольауют утверждеЕия, обратньте свойствам вписанной
ИЛИ олИсанноЙ окружности (табл. 24). Кроме того, призIIаком существоваIIия описанноЙ
около четырехугольЕика окружЕости является также утверждеЕие, обратное свойству
вписанных углов: если в выпукдом четырехуголъЕиIýе ABCD Z ABD : l ACD, то около
отого четырехутольЕfiка можЕо описать окружЕость.
Полевно также помЕить, что uз всех параллело2раммов впuсаmь оrcружltосrпъ Jпожно пLольlсо
в ролwб (rcваOраm), а on l.caffLb олсружнослпь Jwожно mолъrcо оrcоло прямоаlольtdurcа (rcваOроmа).

3адача 1. Медиана, биссектриса и высота, проведенные из одной вершиЕы треугольника,
делят угол при этой вершиЕе на четыре равЕые части. Определите угды этого
треугольЕика.

Решение
Пусть даЕ треугольЕик АВС, у которого СМ - медиана, CD -биссектриса, СН - высота (см. рисунок). Обозначим равные угды,
которые по условию образоваIIы при вершине С, через а: Z АСМ=
=ZMCD:ZDCH=ZHCB=a.В Опишем около треугольЕпкаАВС окружность. Щентр атой окружно-
стп О Еаходится в точке пересечения середиЕIIых перпеЕдикуляров
к стороЕам треугольЕика, то есть Еа прямой МТ L АВ. Ив прямо-
угольЕого Ь CBHz Z СВН = 90О - с. Продолжим СМ до пересе-
чеЕия с окруЕсIIостью в точке If. Тогда ZAI0C =ZCBA=90o-сr

(как вписанЕые углы, опирающиеся Еа одну и ту же дугу). Иа А ACEz Z САЕ =
= 180О - Ct - (90" - cr) = 90О. СледовательЕо, w CBI|: 180", то есть СЕ - диаметр окруж_
НОСТИ. ТОГда тОчка О 

- центр окружноети 
- должна принадлежать двум равIIым прямым

МТ П СК, чтО Во3можЕо лишь в случае, когда точка О совпадает с точкой пересечеЕия
аТИХ пРямых, то есть с точкоЙ М.Но еслуt М 

- цеIIтр окружЕости, то АВ 
- диаметр этой

ОКРУЕСНОСТИ И, ВНачпт, Z АСВ = 90" (как вписаIIныЙ угол, которыЙ опирается на диаметр).
flолуrаемi 4а = 90О, а это озIIачает, что а = 22О ВО', Z В = 90О - с[ : 67" 30', следовательЕо,
lA:90o- ZB=22"30'.
3адача 2. В остроугольном треугольнрrке АВС (см. рисунок) проведеЕы высотъl ААr, ВВ|, СС!.

,ЩОКаэките, что ати высоты являются биссектрисамr угдов треугольЕпка АrВrСr.

Решение
Пусть н пересечения высот. В четырехутюльЕике НА|СВ1
сумма противоположных углов lAL+ Z Вr= 90" + 90" = 180", поэтому
около него мо}кно описать окружЕостъ (диаrrлетраНС) - табл. 24. Тог-
да Z HBA.= l НСА1 - как вписанные утлы, которые опираются Еа
одну и ту же дуry. Но из прямоугодьЕого ЬСВСr: Z HCAL=9O" - Z В,
тогда ж Z HBrA.r : 90О - l В. Точно так Еiе точки Н, Ср А, ВtлеЕýат
на одноЙ окружностии Z НВ|С|= l НАС1= ZАДВ:90О - Z В.Таt<пм
образом, Z НВ/' = Z НВrСr, то есть ВrВ - биссектриса угла ЦВrСr.
Аналогично это утверждеЕие обосновывается и дгiIя остальЕых углов.

о1()l



Таблuца 32

ЗАДАЧИ, СВЯЗАННЫЕ С ОIIИСАННОИ
ИЛИ ВПИСАННОЙ ОКРУЖНОСТЬЮ

Решая задачи, связанЕые с оЕисанЕой около треугольтIика окружЕостью, целесообразно

польвоваТься теми формулами и соотЕошеЕиями, которые Ее вавиеят от вида ц)еуголь-

Еика (см. табл. 2б) _ иЕаче для решеЕия необходимо рассматривать несколько слlrтдд",,

Если окружIIость описаЕа около четырехугольЕика (или п-угольника, где n ) 4), то она

опиеаЕа также около любого треугольЕика, вершиЕы которого являются вершинами

даЕного четырехуголъЕика (или z-угольника),

3адача 1.ВравнобедреннойтрапециииввестЕыоснования - 2L сми9смивысота - 8см,
Найдите радиус описанной окружЕости.

Пусть в трапецииАВСD(см. рисунок): вс llдо, AB=CD,AD = 21 см,

ВС : 9 см и высота ВК: 8 см (вЕ LдD). Есди окружность проходит

через четыре точкиА, В,С, D,To оЕа также Ероходит черев любые три

из этих точек и поэтому совпадает с окружностью, описанной око-

ло треугольника ABD. Найдем радиус окружЕости, описаЕной около

треугольЕпкаАВD. Если см - вторая высота данной равнобедрен-

пой трапеции, то, гIитывая равенство прямоугольЕых треугольЕи-

ков -АДff п DСМи то, что BCMI|_ прямоугольЕик, полlцаgц, AId = MD: щ# : 6 (см),

Тогда пв Ь АВК: ДВ = r[ДlС' * ВК" = 10 (см),

Из прямоугольного треугодьЕ ика BIdDz во = JБк\ вк" = 17 (см),

СледовательЕо, радиуС окружности, описанной около треугольнпка дВD (а значит, и

около траoеции AлlCD),paBeH (табл. 2б) R=Щ#=ffi#=10,625 (см),

Задача 2. около окружности радиусом R описана трапеция с углами с[ и В при большем

основаЕии. Найдите trлощадъ этой трапеции,

Пусть в трапецип дВСD (см. рисунок): ВС ll яд, ZBAD : а,
Z CDA= Р, г,о"".о*р: Е. Есди трапеция описаЕа окодо окружЕости,
то ее высота равЕа диаметру этой окружности (табл, 24), Поэтому,
если ВК п СМ - высоты трапеции, то ВК = СМ = 2R,

Из прямоугольного треугольЕ ика ABIez АВ = :+ = *,slnO( Slncx,

Из шрямоугольЕого треутольЕ пка CMDz 
"'= # = #,

Так как трапеция двсD описана около окружЕости, то по свойству описанЕого

четырехугольника (табл. 24) лD+вс=Ав+СD=***. Тогда S*"o =Щ#,ВК=
Slпш SInp

=2Е,[*-#)
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Таблuца 33

НЕКОТОРЫЕ ПОЛЕЗНЫЕ ТЕОРЕМЫ
Теорема Чевы

Если Еа стороЕах АВ, ВС п СА треугольЕI[ка АВС взяты точ-
ки Сr, Аrп Вr, то отреаки ААр ВВrп СС, пересекаются в одпой
точке тогда и только тогда, когда

лц.сл| .BCL _L
BLC Аlв с|А

ТЬорема Менелая
Если Еа стороЕах АВ п СВ п на

продолэrсениш стороны СА (или
Еа продол}Iсеfiии стороЕ АВ, СВ
и СА) треуrольЕпка АВС взяты
соответствеIIЕо точкп Сr, А, я Вr,
то эти точки лежат на одной пря-
мой тогда и только тогда, коrда

Вr.СА, .ВСr _1
вlс лlв сlл

Теорема Птолемея
ПроизведеЕие диагоналей вписаЕЕого

в окруrшЕость четырехугольЕиIса равЕяет-
ся сумме произведений противопоJIоэIýЕых
сторон:

Ас, BD : AB'CD + BC,AD

Формула Эйлера
В треугольЕике радиус R описанной окруаrспостII и радиус r

вписанной окруfiсIIости свffзаIIы с расстояЕием d меэrсду их цеЕт-
рами соотЕошеЕием

d2=R2-2Rr.
Например) если в треугольнике,4-ВС точка О - центр опи-

санной окружности, О, - центр вписанной окружнос,tи, ОrК -
радиус вписанной окружности, ОС - радиус описанной окру}к-
ности, то

ОrО2 = ОС2 - 2ОС. OLK

Прямая Симсона
Основаппrя перrrеIlд&q/ляtrюв,

пtrюведенньD( к сто[юнаtш ц)еугоJIыil{-
ка (и-пи к Im щюдолпсеrпашчr) ив про-
иаво.rъной тOтIки оrшасаrпrой окруж-
носги, лежат на одrой щlшчrой.

(Эту прямую называют
прялwоil. Сuлlсоно.\

Р,"R, Q - основания
першендикуляров.

оо



Таблuща 34

Таблuца 35

АКСИОМЫ СТЕРЕО ии

Аса;Мсu
1. Какова бш пи была плоскость, еIдцеств5/ют точки, приЕадлеfiса-

щие атоЙ плоскости, ll точки, Ее прIIЕадлежащие ей.

2. Если две равдичЕые плоскости имеют общую точку, то оЕи пе-
ресекаютея по прямой, проходящей через ату точку.

3. Если две равлIn'IЕые прямые имеют общую точку, то через Еих
lvloalcEo провестrI плоскость, и притом толыýо одЕу.

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ

Определение. Прямуtо и плоскость называют параллелъныNлп,
если они не пересекаются.

Признак Свойство
Если Ь ll а (а в плоскости ш),

то Ь ll cr.

Еслu пряJw,а,я." не прuнаОлежаulая
сrfLu, параллельна rcаrcоit-нuбуOь
прuнаOлежаulеil эrпоil, плосюосrтпц
flapaшLeлbшa ч caмoto плосrcоспtu"

плосrcо-
прямоtt,
lпо она

Если о ll с, а В проходит черев сr

и пересекает ос по Ь,

Toa|l Ь.

Еслu черв пряJwую, параллелъную плослсо-
сmu, провесrпч вrпораю плосrcоспхъ, пересеrcа-
юu,цую первую, rпо пр,яJwая пересечен]м ппо-
сrcоспrctl параллелъна первоil прялмоil.

а
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Таблuца 36

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ

Определение. .Щве плоскости называют
параллельнымп, если они
не пересекаются.

Признак

Еслпаllаr,ЬПЬ|
(апЬлежатвсх,,
а, п Ь, лежат в В),

то сх ll F.

Еслu 0ве пересеrcаюuluеся
прямьLе oOHoit, плосtсосmu
соапlвепLспLвенно парал-
лельltьL dBylw прямьtлw 0ру-
eott, плосlсоспLu, rllo элпч
плос lcoc п"Lu параллелъньL.

свойства

ЕслиFll сиу|l с,
тоFlI у.

Еслtl, 0ве разлuчньLе плосtсо-
сmu параллелъньL mреmьеil,
fTLo oltu параллелъны межOу
сабоi"t.

Если cr ll F и y пересекает
0' по 6r, y пересекает Р по Ь,

Если АВ ll CD и cr ll F
(А с cr, С с u, В. Р, D с F),

Tooll Ь.

Еслu 0ве параллельньLе пло-
сrcосlпu пересеrcаюmся mре-
lпъеil, rlo прялLьLе пересече-
нuя параллельньL.

т* АВ = CD.

Оmрезrcu паралле,,l.ьrLьLх пря-
Jwb!х, 3&lСЛЮЧеt{|Llr{е lwеЖаУ
ПаРаЛЛеЛtjНЬL.]WU ПЛОСrcОСffLЯ-

JуLu, paBHbL.

35
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Таблuца 37

ИЗОБРАЖЕНИЕ ПРОСТРАЕIСТВЕННЫХ ФИГУР
НА ПЛОСКОСТИ

АА1 ll ВВr. Прямая ,4А, пересекает плоскость с[ в точке Аr.
Точка,4 проектируется в точку Аrна плЬскости cr.

А --> А, | В -э В, | АВ --+,4rВ,

Отреаок проектируется в отрезок
W Ж АА1- отревок не параллелеЕ IIаправлеIIию

Ероектирования).

Если АВ ll CD
(АВ -+ АlВf CD -+ CrD1),

то -4rВ, = CrDr.

Прu параллельном проеrcmuровап+uч

раллеJLьносlпь оfпрезrcов со хран.яеtпся.
па- Прu параллельном

проеrcrпчрованчч оfп-
Holuewue оrпрезrcов
oOHoil прямоil uлu
параллелъньLх пря-
мъLх сохраняепхся.

Свойства
Если С - середпнаАВ, АВ -+ АLВr, С -+ Сr,

то С, - середиЕа АrВ'

СереOuна оmрезrcа проеrcmuруелпся в сереOuну
оmрезrcа проеrcцuu.

параллельные проекции некоторых плоских фиryр
(плоскость Фиryры не параллельна направлению проектирования)

rlроеlсцuя - mре-
уоолън,urc любоtt,

форлtьt

проеrcцuя па-
раллелоерамJп лю-
боtt форлlьt

:iiTT"*"T;,
JwъL

+ проеrcцuя оlсруж-
носrпu - эллчпс
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Таблuца 38

ПЕРГIЕНЛИКУЛЯРНОСТЬ
прямоЙи шлоскости

Определение. Прямую, пересекающую плоскость, называют
перпендuку|лярной к отой плоскостп, если
она перпендикулярна любой прямой, лежащей
в данной плоскости.

а L х, где .r - любая прямая плоскости с)с

Признак перпендикулярности прямой и плоскости

ЕслиаLЬпаLс(Ьпс плоскости сх, и пересекаются),

TooIcr.

Еслч прямая перпенOurcулярна 0вулw пересеrcаюu4uJуrся пр,ямьLм, ле-
жаu4uм в flлосrcосfпч,, rTLo она перfLенOurcулярна ilaHHoil плосrcосrпu.

Свойства перпендикулярных прямой и плоскости

Если аllЬпu. Ia,
ToсrIb.

Еслч плосrcосrlLь перпенOч-
rcулярна oOHoit. uз 0вух па-
раллелъньLх прflмьLх, frLo оflа
перпенOurcуJL,ярна u Opyaoit.

ЕслиаLапЬIu,
Tooll Ь.

[ве прямьLе, перпенOuлсу лярные
oOHoit, u moit же плосrcосrrпl., па-
раллельньL.

Еслисrll FпаLа",
тоо ll F.

Еслu пряJwая перпенOurcу-
лярна o1Hoil uз 0вух парал-
лельньLх плослсосrlеil, mо она
перпенOuнулярна u lpyeoi"t..

Есди uLаиРLа,
Toсrll F.

Щ ве раз лuчньLе плос лсоспLu,
перпенOuну лярньLе olHoil u
mott же прямоtl, параллельньL.
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Таблuца 39

ПЕРПДНДИКУЛЯР И НЛКЛОНЕIАЯ
на плоскости в пространстве

AOLa,Oca

АО - перпендикуляр,
опущенный из точ-
ки А на прямую о

AO L cL, O c cx,

АО - перrrецдикуляр
ИЗ ТОЧКИ А К ПЛОСКОСТИ G

-+& - расетзяшие;т
точки А д* гдряvr*Й ,g

АВ - наклонная АВ - наклоЕная

ло Ав| |до- дв

ОВ - проекция наклонной /_В
на IIрямую 0

ОВ - проекция наклонной,4З
на плоскость сх,

Если из одной точки к одной прямой про-
ведеЕы две наклонные, то

Если из одной точки к одной плоскости
проведены две наклонные, то

равЕые ЕаклоЕЕые имеют равЕые проекции;

еслп проекцпи ЕаклоЕЕых равпы, то и сами ЕаклоЕЕые равЕы;

ббльшая ЕаItлоЕЕая имеет бблъшую проекцпю;

из дв5пr ЕаклоЕЕых больше та, у rcоторой проекция больше.
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Таблuца 4а

Таблuца 41

ТЕОРЕМА О ТРЕХ ПЕРПЕ лярАх

ОВ - проекция АВ на плоскость с{,

с 
- 

I1рямая на плоскости ct,

OBLc

Если прямая Еа плоскоети перпеЕдпкулярЕа про-
екциш паклопЕой па ату плоскостъ, то оЕа перпеЕ-
дикулярЕа и Еаклоппой.

И паоборот: если прямая на плоскости перпеЕдику-
лярЕа наклонной, то оЕа перпеЕдикулярна и про-
екции наклонной.

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ДВУХ ПЛОСКОСТЕЙ
Определение.

сt пересекает Р по прямой с, у L с,
y пересекает с{, по прямой с,
y пересекает В по прямой Ь, а Lb

П ризнак перпендикуля рности
плоскостей Свойство

Еедrд Ь I cr и В проходит через Ь,

то В I cr,.

Еслч плосtсосtlъ прохоOum черв прямую,
перпенOапсалярную Opyootl. .плосlсосrп.t, лпо

олпu плослсосmu перпенOurcу л,ярtlьL.

Если 9 l о, В пересекает сr по о
иЬlо(ЬлежитвР),
TobIсr.

Еслu прfl]wая, лежаu4ая в oOHoto uз 0вух пер
пенOаrcулярнъtх плосrcосmеit,, перпенOurcу
лярна лuнuu uх пересечеItuя, Iпо он,а перпен
Ourcулярна u 1pyeoil. плослсосfпu.
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Таблuца 42

УГЛЫ В ПРОСТРЛНСТВЕ
"l . Угол между прямой и плоскоGтью

Определение. Углом между прямой и пересекающей ее
плоскостью называют угол, образованный
этой прямой и ее проекцией на плоскость.

Z АВО - угол между прямой АВ и плоскостью ct,

(во проекция АВ на плоскость cr, АО _L сх)

Особые Gлучаи

1)
c]lcx

о лежит в ct
Z(a,u)=Q Z (а, u) = 90"

?. lЦол между плоскоGтями

Z(a,[j)=0
2) u пересекает $ по прямой с. Проведем плоскость y _L с"

Определение.

l(u,B)=l(a,b\

(у пересекает с{, по прямой о,
y пересекает В по прямой Ь)

0"<l(сt,F)<90"

3. Двугранный угол (угол между полуплоскостями)
Определенпе. flвугранным углом называют Фиryри

образованную двумя полуплоскостями
с общей ограничивающей прямой.

Полуплоскости сx и Р - грани двугранного угла

с - ребро двугранного угла
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Линейный угол двугранного угла
Определенпе. Линейньлм углом двугранного угла называют

угол мехдулучами, по которым плоскость,
перпендикулярная ребру двугранного угла,
пересекает его грани.

Z АМВ - линейный угол

(y l с, y пересекает 0. по лучу МА, y пересекает Р по лучу МВ)

о" < ZAMB < 180.

Свойство

Так как лл. АМВ I с, то пл. АМВ 1 сr и пл. АМВ l В, то есть
ъя.tlс!ЁФеt!Lь пт,l,-ltей,нО2Ф Чёri,{t пернен,ОwжwrLярна нансOаfi epcLжrr OByapa,l+lto?o y?JLtL,

Практические приемы построен ия линейного угла
Мсс,
МА L с (в грани ct),
МВ L с (в грани Р).

l АМВ - линейный

SO r лл. АВС
(SO - высота пирамиды).

Проводим ОМ L ВС и соеди-
няемточки sим.
Тогда SЛ,4 l_ ВС по теореме о трех
перпендикулярах, поэтому

Z SMO - линейный угол дву-
граIrного угла при ребре ДС

SABCD - правильная пирамида.

Проводим СМ L SB и соединяем
точки Аи М. Тогда

^АМВ=ЬСМВ(по двум сторонам и углу между
ними). СледовательЕо,

ZAMB=ZCMB=90o,
ТО еСТЬ АМ I SB И

Z АМС - линейный угол дву-
гранного угла при ребре SB

4. Угол между скреlциваюlцимися прямыми
Определение.

ь

Угл о м мФr(ду скрещп ваюIцп Iil пся п ря м ым п
называют угол мехду пересекающимися
прямыми, параллельньlми данным
скрещивающимся прямым.

а,

-----*:* 
:,_r_'_

___ ь;-

а,ll а; Ь1ll Ь

Z(a,b)=Z(ar,b,)=Q
(меньший из смежных углов)

O"<Z(a,b)<90'
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рАсстояниfl, в прострАнствЕ
(црrемы, используемые при их вычислении)

1 . Расстояние от точки до плоскости (р - расстояние)
Проводим КМ L u

{Мса)

км = р (К; сх)

SO r cr. Проводим КМ ll SO.
Тогда КМ Lаи

км=р(К;сt)

Проводим через точку К плоскость
0 r cr (В пересекает ш по,4-В). Прово-
дим КМ L АВ. Тогда КМ L u и

км = р (К; cr)

2. Расстояние между параллельными прямой и плоскостью

а А
о cllcr I Accr

р (с; ct) = р (А; cr)

Выбираем на прямой 0 произвольную
точкуА и находим расстояние от этой
точки до плоскости (x.

3. Расстояние между параллельными плоскостями

р .В Fll cr lB.p
р (0; cr) = р (В; сr)

Выбираем в плоскости Р произвольную точ-
ку В и Еаходим расстояние от этой точки
до плоскOсти сN,.

4. Расстояние между скреlциваюlцимиGя прямыми
Определение.

ABLa,ABLb l р(о; Ь)=ДВ ПрямыеаиЬ-
скрещивающиеся.

Приемы вычисления расстояния между Gкреlциваюlцимися прямыми
Проводим через пря-

мую Ь плоскость
Fll с,

р (а; Ь) = р (с; 0)

Проводим через прямые
параллельные плоскости

аиЬ
gll F.

р (а; Ь) = р (сх; F)

Проводим плоскость u 1- а
и проектируем прямьlе а и Ь

на эту плоскость:. а -) А, Ь -+ Ьr.

р (а; Ь) = р (А; Ь,)

!it"
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Таблuца 44

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕСТА ТОЧЕК (ГМТ)
Определение. Геометрическим меGтом точек,плоскости (пространства) называют

ФИгУРУ, состоящую из всех точек плоскости ( пространства), обладающих
определенным свойством.

1. Если точка М е F,
то М обладает даЕЕым свойством.

2. Если точка М обладает данпым свойством,
ToMeF.

Фигудlа F - fМТ, обладаю-
щих даЕIIым свойством

на плоскости В пространстве

F - окружность
с центром О
и радиусом -R

Е - сфера с центром О
и радиусом Ё

2, ГМТ, равноудаленных от концов данного отрезкаАВ

F - серединньтй пер-
пендикуляр к отрез-
ку -4З

Д 
- 

гrлоскость сN, IIроходящая
через середину отрезка -4_В
и перпендикулярная ему

3. ГМТ, равноудаленных
от дв}rх п е ресека ю tцихся

прямых

3. ГМТ, равноудаленных от двух
переGекаюlцихся плоскостей

F - биссектрисьт всех углов,
образованных при пересечении
данных прямых

F - биссекторные плоскости
(то есть плосlсосmu, rcоmорьLе
0еляm OByepaHHbLe уzльL по-
полаJw u прохоOяm через реб-
ро lByzpaHHbLx уелов) всех
двугранных углов, образо-
ванных при пересечении за-
данных плоскостей

4. ГМТ, равноудаленных от вершин треугольника

-Е - центр окружно-
сти, описанной около
треугольЕика

F - прямая, rrерпен-
дикулярная плоскости
треугольника и про-
ходящая через центр
окружности, описанной
около треугольника
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Таблuца 45

состоящий из двlж плоских многоугольников,
лежащих в разных плоскостях и совмещаемых
параллельным переносом,' и всех отрезков,
соединяющих соответствующие точки этих
многоугольников.

АВСDД и АrВrСrDr-Е, - основания призмы

ААr; BBri ... - боковые ребра

lВВу4r;ВССrВr; @

AD1 - диагональ призмы
(отрезок, соединяющий две вершины приз-
мы, не одной грани

Въtсоrпа пршз]пъL 
- расстояние между

плоскостями ее оснований.
АlМ L лл. ABCDE; АrМ - Н - высота

Gвойства
1. Основания призмы равны.

ABCDE = ArBrCrDrE,

2. оскования призмы лежат в параллельЕых плоскостях.

пл. ABCDE lI пл. A\BIC|DlE1

3. БоковЫе ребра привмЫ паралледьЕы и равIIы.

лл,l| вв1 ll сс, ...

АА, = ВВr, = СС1= ...

4. Боковьте граfiи приамы 
- параJIлелограммы.

АВВА1 
- 

параллелограмм, ВСС|В1- параллелограмм, ...

5.

6.

VпрЕэмы =ý .Н
осЕ щ)и8мы

.с'- бок -р

-s- +2SФк mяsшлЕ

'АА1 (Su.* = Srrrr,r, + S""ci", + ,.. + Soo",,r, 
)
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Таблuца 46

призмА
Определение. Призму называют прямой, если

ее боковые ребра перпендикулярны
основаниям.

АА| I пл. ABCD, BBr I пл. ABCD, ...

Свойства
У прямой призмы высота равЕа боковому ребру.

Боковые граЕи прямой призмы 
- 

прямоугольIIики.

ВВА, - Ерямоугольник, ВСС|В| - прямоугольник, ...

V -S ..F/=S .АА
прямои прЕзмы осЕ осЕ 1

4 S- - р .Ал_
Фк осЕ l

s -s- +2,SЦОЛЕ ООК ФЕ

Правильная призма
определение. Прямую призму называют правплъноЙ если ее основания являются

правильными многоугольниками.

треугольная четырехугольЕая пятиугольЕая шестиугольЕая

4б



Таблuца 47

ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД

D
с|

Определе нпе. П а раллелеп п педом назы вают п ризму,
в основании которой лежит параллелограмм.

Свойства
t_. У парало"о"о"о
2. У параллелепипеда противолежащие граЕи паралледьЕы

и равны.
3. .Щиагон€ми параJIлелепипеда Еересекаются в одrrой точке

и точкой rrересечения делятся пополам.

О - середпнаАrС, ВDf АСf B|D

Прямоугольный параллелепипед
D, С| Определение.Прямойпараллелепипед,укоторого

основанием является прямоугольни к,
называют прямоугол ьным

С параллелепипедом,
л|

I

!

,)э2!--

Свойства
1. У прямоугольного параJIлелепипеда все грани 

- прямоугольники.

d,2=a2+b2+c2 (дс| = лв2 + лD2 + дц\ !лУ"У:У::льн,оJп 
параллелепuпеOе rcваO-,-1 l раm любоil, 1uааоruалu равен cyJltJtцe rcва-

0раrпов лпрех еао uзмереruuil.
Иоп",. ouo = АВ . AD . АА, - аЬс

Suo* = Ро",.АА1= 2 {АВ + AD).AAr= 2 {а з-Ь) с

s -S- +2SцолЕ оок оен

Куб
Определе нuе. Кубом называют прямоугольный' параллелепипед, укоторого всеребраравны.

1.

2. {d2=a2+a2+azn
где о - ребро куба, rl. - диаrаналь куба)

3.

S- -=4а2шк. куоа S - =6а2ЕолЕ. к!Dа

1

/|',,/!
I

l
n-|
l-L,VJ

I

\-
\d
lJi--

\
\
\
\

4.
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Таблuца 48

пир
Определе нuе. П п ра м uдой называют м ногогран н и к,

. состоящий из плоского многоугольника
(основания пирамиды), точки, не лежащей
в плоскости основаниА (вершиньt пирамиды),
и всех отрезков, соединяющих вершину
пирамиды с точками основания.

SA, SB, SC, SD - боковьте ребра

А ASB, А BSC, А CSD, 
^ 

ДSD - боковые грани

Высота пирампды - перпендикуляр, опущенный
из вершиЕы пирамиды Еа пJIоскость основаIIия.

ýО - высота пирамиды
SO=f/ (SO I пл. ABCD)

Suo*.o"n = Sол, * Sor"" * So""o * Sor"o

S -S_ +s
ЦОДЕ, ПИР ООК ОСЕ

Vo,o=*""*.'

ABCD - осЕовяtIтие пирамиды S - вершиЕа пирамиды

1
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Таблuца 49

ПРАВИЛЬНАЯ ПИРАМИДА
Определение. Пирамиду называют правпльной, если ее основанием является

правильныЙ многоугольник, а основание высоты совпадает с центром
этого многоугольника.

Некоторые виды правильных пира]иид
Треугольпая

S

^ 
АВС - правильный

О - точка пересечеЕия медиан
(высот и биссектрис), центр впи-
санной и описаIIЕой окруясностей

ЧетырехугольЕая
А

ABCD - квадрат

О - точка пересе-
чения диагоналей

ШестпугольЕая
s

ABCDEF - правиль-
ный шестиугольник

О - точка пересечеЕия
диагоIIаJIеft AD, ВЕ u FС

SO - высота правильной пирамидьт (ýО _l- пл. АВС; О - центр основаяия)

SM - апофема правильной пирамиды (S&1 I ВС) (высота боковой грани)

Свойства
1. У правильной пирамиды боковые ребра равны и одиЕаково наклоЕеIIы к плоскости

основаIIия.

SA=SB=SC=.". ZSло=ZSво=ZSсо=...
2. Боковые грани правильной пирамиды 

- равIIые равнобедреЕIIые треугольники, одина-
ково IIаклонеЁные к осIIоваIIию.

AASB=ABSC=...

3 ý** =*р*". SM =Lzp*; l ,гдеl-апофема

4 Soo*=fu
ГДеQ=ZSмо_уголна_

l клона всех боковых гра-

ней к основанию
S- -S- .поок оок. грши

,тдеп-число
граней

s -S- +SЦОЛЕ ООК ОСЕ

6 V*р =i"*" . '
48
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Таблuца 50

ПОЛОЖЕНИЕ ВЫСОТЫ

В НЕКОТОРЫХ ВИДАХ ПИРАМИД
1. Если все боковые ребра пирамиды равны

или ЕаклонеЕы под одним углом к пло-
скости основания, или образуют
равные углы с высотой пирамиды,
то осЕоваЕие высоты ппрамиды являеася
цеЕтром окруаIсЕости, описапной около
осЕоваЕпя (и наоборот).

Если в пирамиде S.I4-BC:

SA=SB=SC,
иllиZSAO=ZSBO=ZSCO,
или Z. АSо = Z BSO = Z CSO и SO J- rm. АВС,
то О - цеЕтр описанпой около осЕоваЕиrI
oкpyJlcпocTrr (О1 : ОВ = ОСr.

Если в пирамиде SABCz
SO I пх. АВС п О - цеIIтр описанной око-
ло оеноваЕия окружЕости,
то S,4 = ýВ = SC п Z SAO = Z SBO = Z SCO
пZASO=ZBSO=ZCSO.

Щля решеЕия испольвуют прямоугольный А SAO, в котором:

SO J- АО, АО = 4о," около осЕоваIIия окружЕости,
Z SAO - угол наклоЕа бокового ребра SA к плоскости основаЕия

Если все боковые граIIи пирамиды оди-
IIаково наклоненьт к осЕоваIIию,
то осЕоваЕием высоты пшрамиды
являетея цеЕтр окружЕостп, вписаЕЕой
в осЕоваЕие (и наоборот).

2.

Если в пирамиде S,4-BC:

цршIи SAB, SAC и SBC одиIIаково наклонены
к осIIоваЕию АВС (то есть Z SMO = Z SKO =
= Z SNO - соответствующие линейные углы
равны) и SO l пл. /-ВС,

то О 
- цеЕтр окруэIсЕости, вписаЕпой в осЕо-

ваЕие (ОК = ОМ = ОЛй = г,*").

Еслп в пирамиде SABC:
SO l- пл. АВС п О - цеЕтр окружЕости,
вписанной в основаЕие,
та Z SMO = Z SKO : Z SNO (то есть все
боковые граЕи пирамиды ЕаклоЕеЕы под
одЕпм уfлом к осЕоваЕIIю пирамиды).

,Щля решеЕия используют прямоугольный А SOM, в котором:

SO J- ОМ, ОМ = г,о"" - радиус вписапной в осIIоваттие окружЕостп (ОМ J- ВС),
Z SOM - угол ЕаклоЕа боковой граЕи SBC к осЕоваЕию
(Z SMO - линейный угол двугранЕого угла при ребре ВС)

,Щля такого вида пирамид справедлива формула:

где 9 = Z SMO - угол наклона всех боковых гранеЙ к основанию
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3. Если все боковьте граЕи пирамиды одинаково Еаклонены к плоекости осIIоваЕия,

то осЕоваЕием высоты ппрампды является точка, равЕоудалеЕЕая от всех прямых,
содерJкащих стороЕы осЕоваЕия.

Если в пирамиде SABC граIIи ýАВ, SAC п SBC одинако-
во IIаклонеЕы к плоскости основаяия AllC
(то есть Z SMO = Z SKO = Z SNO - соответствующие
линейные углы равны) и SO 1пл. ДllС,
то О - точка, равЕоудалеЕЕая от прямых АВ, ВС п АС
(OK=OM=ON).

.Щля треугольника /-ВС точек, равноудаJIеIIЕых
от прямых АВ, ВС п АС, четыре:
цеЕтр вписанной окружности - Oi
три цеЕтра вIIевписанЕых окружЕостей 

- Of О2, Оз.

ОТ =ruo,.=fufl , гfе р=
а+Ь +с

О2М =ro=
Sьдвс

р-а

\ r
d,,kr'x

a
о

\/

.Щля ромба (квадрата) и трапецпп ABCD точка, равноудаJIеЕIIая
ОТ ПРЯМЫХ АВ, ВС, CD п AD, единствеЕная - цеЕтр вписанной окру}Еýностц О.

iit

4. Если только две боковьте граIIи пирамиды (или наклон-
rrой призмьт) одинаково ЕаклоЕеIIы к осIIоваIIию или
общее боковое ребро атих граЕей образует равные углы
со смФкными с Еим стороЕами основаЕия,
то это общее бововое ребро пIюеrcтируется Еа пря-
мJrю, содерrшащую биссектрису угла мФкду смеrкЕыми, с этим ребром стороЕамп оепованиir (и наоборот).

Если в пирамиде SABC грани SAB и SAC одинаково на-
клонеЕы к основаIIию АВС (то есть Z SKO = /, SMO) пли
Z SAB = Z SAC п SO L пл. АВС,
то АО - бисеектрпса Z ВАС {пллп прямая /,О содер-
аrсит бисеектрису l ВАС|.

Есди в rrирамиде SABC
SO I пл. АВС и АО - биссектрпса Z ВАС
(или прямая АО содераrсит биссектрису Z ВАС),
то Z SKO = Z SMO (грани SAB п ,S.AC одипаково Еа-
клонены к оенованию) и l SAB : Z SAC.
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Если только одна боковая граЕь пираftIиды Ёерпепди-
кулярЕа плоскости осIIоваIIиff ,
то высотой пирамrrды будет вьIсота атой rрапи.

Если в пирамиде SABC
пл. SAC !пл. АВС

и SO IAC (О е АС),
то 

^9O - высота пирамиды,(SО I пл. А

6. Еслц две смежЕые боковые грани rrирамиды перпеЕ-
дикулярЕы плоскости основаЕия,
то высотой пирамиды будет их общее боковое ребро.

Если пл. S-,4ll L пл. АВС
и пл. SAC -]- пл. АВС,

To,S1 - высота пирамиды (S,4 J_ лл. АВС).

7. Есди две IIеемежЕые боковые граIIи пирамиды пер-
пеЕдикулярны плоскости осIIования,
то высотой пирамиды будет отрезок прямой, по кото-
рой пересекаются плоскости этих грапей.

Еелп пл. S.z4_B l- пл. ABCD,
пл. SCD J- пл. ABCD
и пл. S.4З пересекает пл. SCD
по прямой SO (О € пл. ABCD),
To,SO - высота пи

Таблuца 51

Определенпе усечеЕпоЙ пирамr.rдr;r
Если задана пирамида SABC и шроведена плоскость АrВrСr,
параJIлельIIая осIIованию пирамиды (пл. АrВrС, l| пл.,4ВС), то
ата плоскость отсекает от данной пирамиды пирамиду SArBrCr,

подобную данной (с коаффициеЕтом подобия к=#=*).
Другую часть данной пирамиды - мЕогограtIЕик ABCA|BLCI-
Еазывают у сечен,тt оti пuра маO оtI.

Грани АВС п А|В|С| - основаIIия (пл. АВС ll пл. АrВrСr)

Трапеции АВВtAL, ВССlВf АССА1- боковьте граЕи

Выеотой усеченной пирамиды Еавывают расстояЕие меЕсду плос-
костями ее оспований.

А|О Lпл. АВС l АrО - Н - высота

И"*".о**** = * 
н (s, *s, +Дý, )

где Sr, S2 - площади оснований

СЕЧЕННАЯ ПИР



-

Таблuца 52

Nъ Тип правильЕого мЕогограЕЕика Форма граЕи Число
грашей

Число
вершиЕ

Число
ребер

1

Тетраадр (четырехгранник)

4 4 1,j

2

Гексаэдр (шестигранник), или куб

I

l

I

I

I

r

б 8 L2

3

Октаэдр (восьмигранник)

8 6 I2

д

Икосаэдр (двадцатигранник)

2о l2 30

б

,Щодекаэдр (двенадцатигранник)

12 2о 30

52
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Таблuца 53

цилиндр
Определение. l!алпндром ( KpyroBbl м цпл п ндром ) назь! вают

тело, состоящее из дви кругов, не лежащих в одной
плоскости, 

"ogцglt 
Еемых параллельным переносом

и всех отрезков; соединяющиi соответствующие
точки этих кругов.

Круги 
- 

основаIIия цилиндра

Отрезки, соедиЕяющие соответствующие точки окружностей кр5rгов,
образуrошцле.

ААr; ВВ, - образующие цилиндра

Щилиндр называют прямым,
ны плоскостям осЕоваIIия.
В школьных 5rчебниках:

если его образующие перпендикуляр-

цилиндр = прямой круговой цилиндр

Свойства
Основания цилиЕдра ревЕы и параJIлельIIы.

ОА= OAl= R l "". АОВ ll пл. АrОrВ,
О - центр нижЕего основаЕия,
О1 

- центр верхЕего осIIования.

Образующие цилиндра параJIлельЕы и равны.

АА| ll вв| 1 дд, = вв,
Высота цилиЕдра (раестояние между плоскоетями оснований) равна,образующей.

Но,о=ААr=ОО,

стороны4. При вращеЕии прямоугольЕика
образуется цилиндр.

вокруг оси

ОММ|а| - прямоугольник

ОО, - ось образованного цилиЕдра (ОО1 ll ММ).

Ео- = ОМ = ОrМ, l Н._ = ММr= ОО,

ь.

6.

S =пR2ФЕ. щл S- = 2пRНФк. цдJI Sooo" = Suo* * 2So"* = 2пR (Н + R)

Vцщ = S*"'Н = пR2Н

5з
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Таблuца 54

СЕЧЕНИЯ IЦИЛИНДРА ПЛОСКОСТЯМИ
Осевое Gечение цилиндра

ABCD - прямоугольник

дD=d =2Rl дв=носЕ l -цш

АВ п CD - образующие цилиЕдра

Qечение цилиндра плоскостью, параллельной его оGи

лл. KLMN l| ОО,

KLMN - прямоугольЕик

KL п MN - образующие цилиЕдра

KL=H
цил

Сечение цилиндра плоскостью, параллельной его оGнованиям

Плоскость, параллельЕая плоскости основания ци-
лиЕдра, пересекает его боковую Еоверхность
по окружности, равной окружЕости осIIования

Плоскость, касательная к цилиндру
Оiтределе нпе, Плоскостью, касательной к цплuндру,

называют плоскость, проходящую через
образующую цилиндра и перпендикулярную
плоскости осевого сечения, содержащей
эry образующую,

с{, - касательная плоскость к цилr{ндру

АВ - образующая, ct проходит через /З

с, I пл. АаОР
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Таблаца 55

конус
Определение. Конусом (круговьtм конусом) называют

тело, состоящее из круга, точки, не лежащей
в плоскости этого кругq, и всех отрезков,
соединяющихданную точку с точками круга.

Круг 
- 

осЕоваIIие конуса

ТочкаS-вершинаконуса

Отрезки, соедиЕяющие вершиЕу конуса с точками окружЕо-
сти осЕования, - образуючцu,е rcоruуса.

SA; SB - образующие конуса

Конус называют fLрямьLм, если
(О - цеЕтр круга основания).

В школьных учебниках:

SO l лл. АоВ

конус = прямой круговой конус

Gвойства
Образующие коЕуса равны.

S/=SB=...

2. 1{ оо = SO (SO 1 пл. АОВ)

3. При вращени}1 прямоугольного треугольника
катета как оси образуется конус.

вокруг

А aOS - прямоугольный, Z AOS = 90О

Прямая SO - ось конуса

AS - образующая, AS = l

4. S =пRФЕ. коЕ S- =пRIоок_ коЕ Sooo" = Suo* * So"" = пЕ (l + а)

4.о,. =}s."", Н =LпR'н5.
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Таблt"ьца 56

осевое сечение

Сечение конуса п4оскостью,

ьной его оGновех!4ю

Плоскость, параJIлельIIая Елоскости оеЕования коЕуеа, пере_

секает коl{ус по кругу, а боковую тroвepx}locтb - по oкpyT c-

Еости с цеЕтром Еа оси коЕуса,

Плоскость, каgglgдчцqа ý
определе нпе. Плоскостью, касательной к конусy,,

назь]вают плоскость, проходяща1 ::г"
образующую конуса и перпендицулярная

плоскости осевого сечения, содержащей

эry образующую,

сх, - шлоскость, касательная к конусу

SA .- образующая, сх, проходит ""р"" 
j1o j ,1,.|ý
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Таблuца 57

УСЕЧЕННЫЙ КОНУС
Определен ие усе:!енного конуGа

Если в данЕом конусе (с вершиной S и кругом осЕоваIIия
с цеIIтроМ О) проведена плоскость, параллельЕая его осЕованиIо
и пересекающая конус, то эта плоскость отсекает от него мень-
ший конус (с вершиной S и кругом основания с центром Оr).
ОставшуЮся частЬ данЕогО конуса называют усеченl{ы,м,сошу-
сом (на рисуЕке выделен жирной линией).
Вы,соtпоti усечеЕIIого конуса IIазывают расстояние между плос-
костями его оснований.

В частности,

оо-=Нl усеч, коЕ

гдеОиО, центры оснований усечеЕного конуса.

свойства

1. осевое сечение усечеЕного коЕуса - равнобокая трапеция.

MKNT, осевое сечеЕие l ",ll КМ, МК --_TN
(образующие)

мт =2r, KN =2R l oorlкN; оо,= g

2. При вращеЕии прямоугольной трапецли (овАоr) вокруг
оси, проходящей через боковую сторону, перпеЕдикуляр-

Еую осЕоваттиям, образуется усеченный коЕус.

3. S**. 
"""*. 

*о" = fi (Е + r) l где Е и r - радиусы Еижнего и верхЕего оснований,
l=AB - образующая.

Soo," = S** * Sro"" * Sro"" = п (R + r) t + пВ + м2

4" И"""*.*о** =}"Н (R2 +Rr+rz)
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Таблuца 58

Таблuца 59

l
I

о

t
\

СФЕРА И ШАР

Определенпе, СФерой называют тело, состоящее
из всех точек пространства, находящихся на
данном расстоянии (В)отданной точки (О).

О - центр сферы; ОА - радиус сферы, ОА = R

При вращении полуокружности
вокруг ее диаметра пол}цаем сферу

Определенпе. lЦаром называют тело, состоящее
из всех точек пространства, находящихся
на расстоянии, не большем данного (R),
отданноЙ точки (О).

О - центр шара; ОВ - радиус шара, ОВ = R

При вращении полукруга вокруг его
диаметра получаем шар.

V*un^=t""'

СЕЧЕНИЕ ШАРА ПЛОСКОСТЬЮ

Всякое сечение шара пдоскостью есть круг
I_{eHTp этого круга - основаIIие перпеЕдикуляра,
опущенЕого ив центра шара на секущую плоскость

О - центр шара; О| - центр круга сечения.

Из А ООА

Сечение, проходящее череs центр шара, IIазывают бопъ-
uruм пруаом.

R- -Rоол. кр шара

Gечение шара двумя плоскостями
OOl L а; OOr I Р; r, и т, - радиусы круrов сечений.

<э

<э

(+
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Таблuца 60

ПЛОСКОСТЪИ ПРЯМАЯ,
КАСАТЕЛЬНЫЕ К ШАРУ (СФЕРЕ)

касательная плоскость Касательная прямая
Определение.
Плоскость, имеющую
с шаром (сферой) только
одну общую точку,
называют касательной
плоскостью,

Определение.
Прямую, имеющую с шаром
(сферой) только одну
общую точку, называют
касательной кшару
(сфере),

Свойства
1. КасательЕая плоскость (прямая) перпеЕдикулярна радиусу шара (сферы), проведеIIЕо-

му в точку касаIIия.
И наоборот: если плоскость (прямая) проходит через точку сферы и rrерпендикулярЕа
радиусу, проведеЕНому В эту точкУ, то она касается сферы.

с[ - касательЕая
плоскость,

М 
- 

точка касаIIия

ОМ Lт(OM -
радиус шара)

<э
о - касательЕая

прямая,
М 

- 
точка касаIIия

OM.La(OM -
радиус шара)

<+

2. Прямая, касательная к шаРУ, леJIсит в касательной плоскости, проведеЕЕой через точку
касаЕия.

о( касается шара в точке М,
о касается шара в точке М

о ле}fiит в плоскости 0

Касание двух сФер
Определение. .Щве сФеры на3ывают касательнымп друг кдруrу, если они имеют только

одну общую точку.

внешнее каGание Внlпреннее касание

Сфера (1) касается
сферы (2) в точке М

М е ОrОr,
ОrОr= R._+ R2

Сфера (1) касается
сферы (2) в точке М

М е ОrОr,
ОrОr= R, - R,

59

(э
<+



Таблuца 67

Определение. Шар называют оппсанным около
прпзмы, если все вершины призмы
лежат на поверхности шара.

О - центр описанного шара,
оА = оВ = ОС = ОА, = оВr, = оС, = лоо"". *"n.

Gвойства

1. Шар можно описать тодько около прямой при8мы, вокруг основаIIия которой можно
описать окружность.

2. ЩентР шара, описанноГо околО прямой призмы, лежит Еа середиЕе отрезка, соедиЕяю-

щего цеЕтры окружностей, описанных около оснований призмы.

Если в призме ABCArBrCrz
о| _ цеЕтр окружЕости, оfiисанной около осЕоваIIия лвс,

О; - центр окружЕости, описаЕной окодо осЕования AlB|Cf
п О - середина отре8ка О|О2,

то О - цеЕтр описаЕЕого шара
(ОА -_ ОВ : ОС = OAt = OBt = OCt = fiоо, *.)

,щля решения обычно используют прямоугольный 
^ 

лооf в котором

AO,=R
I окр

Ао = ftоо. - радиус описаЕIIого шара

- радиус окружности, описанной около осIIоваIIия
1,|

OOL= i*r= }Н оо,"*,,
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Таблuца 62

ШАР, ВПИСАННЫЙ В ПРИЗМУ

Определение. Шар называют вписанньIIй в прпзму,
если все грани призмы касаются этого
шара.

О - центр вписаЕного шара,
К 

- 
точка касания с граIIью А|ВlСр

оК = r (оК _l_ пл. А_В С |впис. шара l l'

1 . Прямая призма

Щентр шара, вписанного в прямую призму, лежит
в середиЕе отре8ка, соединяющего цеЕтры окружностей,
вписанных в основаIIия призмы. Причем радиус шара ра-
вен радиусу окружЕости, вписанной в основание призмы,
а диаметр шара - высоте призмы.

Есди АВСАLВРl 
- 

прямая fiризма,
Ot - цеЕтр окружности, вписанной в осно-
вание АВС,
О2 

- центр окружЕости, вписаIIной в осЕо-
ваIIие A|BLCf
О - середина отревка ОrОr,

то О - цеЕтр вписаЕного шара,
Г =Г' вцЕс. шара 'окр., впис. в освовшиеl

d -нвшс. шара црцзмы

2. Наклонная призма

Если в наклоЕIIую призму вписаII шар, то радиус шара ра-
веЕ радиусу окру2IсIIости, вписанной в перпеЕдикулярЕое
сечеЕие привмы, а диаметр шара равеII высоте призмы.

Если в привму АВСА|В|С1 вписан шар и
АоВоСо - перпендикулярное сечение (шл. АоВо% l- -AAr),

ТО r"*". -rр. = r*uр, 
"*". , оuрп. сеч. АоВOСо 'd -IIвпЕс. шара прЕащ

Г *,-,-
J€
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Таблuца 63

ШАР, ОПИСАННЫЙ ОКОЛО ШИРАМИДЫ
Определение. Шар называют оппсанным около

пuраNIпды, если все вершины пирамиды
лежат на поверхности шара.

О 
- центр описаЕIIого шара,

ол=ов=ос=Sо=_в

1. Пирамида, у которой основанием высоты является центр
описанной около основания okpy)lffi ости

SO - высота пирамиды SABC,
О - центр окружности, описанной

около осIIования пирамиды

М - середиЕа ребра SA,
МО| l SA (в плоскости ASO),
МО, пересекает прямую SO в точке О,

OI - центр описанного шара

SO. =Лl одис. шара

Ао: Rокр., опис. около осЕовшия

Путпu peluetduяi

1) Учитывая, что Z SolM = l SAO, вычисляем элементы прямоугольных А S/,O и Д SMO'...

2) Учитывая, что А SMol - А SAO, записываем соответствующие пропорции...

В mаrcоil пuраJпч-
0е ценmр опuсан-
ноео luapa JLежurп
lta прямоil, со-
Oержаш,еtl BbLco-
mу пuрамuOьt, в
mочrcе пересече-
нuя omott, прпмоfr,
со сереOuнньlлt
перпенOurcуляром
rc боrcовому ребру.

=-r";

2, Пролзвольная пирам ида
Щентр шара, описанЕого около произвольной пирамиды,
лежит яа прямой, перпеЕдикулярной плоскости осIIова-
нйя, проходящей череs цеЕтр окруrfiIlости, описанной около
осЕоваЕия, в точке пересечения этой прямой с плоскостью,
перпендикулярной боковому ребру и проходящей через его
середину.

О - центр окружЕости, описанной около основания

ОО1 l лл. АВС

М - середина ребра SA crISA(Л1c ш)

о( пересекает ОО, в точке Of О1

шара - центр описанного
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Таблuца 64

шАр, оftrисАнныЙ около
ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАР

И ПРАВИЛЬНОЙ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНОЙ

ПИРАIWИДЫ
1 . шар, описаннь!й около пря]йоугольного параллелепипеда

1. около проиввольЕого прямоугодьЕого паралледепипеда можЕо оппсать шар (сферу).
ЩеПТРОМ ШаРа (сферы), описаЕЕого окодо прямоутоJIьЕого параллеJIепипеда, явдяется
точrcа пересечеЕпя его диагоЕалей, а казкдая диагоЕаJIь параллелепипеда является диа-
метром описаЕЕого шара (сферы).

2. ЕСли Около параллелепипеда tuoэIcEo описать сферу, то этот паралледепипед
мо5польпый.

Вадача 1. В ШаР РадиуСом R вписан rrрямоугольный параллелепипед, диагональ которого
ОбРаЗует с меньшеЙ гранью угол сr. ,Щиагональ осIIования rrараллелепипеда обра-
3Ует С бОльшеЙ стороноЙ основания угол В" НаЙдите размеры парадJIелепипеда.

Рещение
Покажем, что центром шара, описанного около прямоуголь-
ного параллелепипеда, является точка пересечения его диа-
гоналей, а каждая диагон€Lпь параллелепиrrеда - диаметр
описанного шара" Пусть О - точка пересечения диагоналей
ilрямоугольного параJIлелепипеда-АЗ С DAP Р Р, (см. рисунок).
Поскольку все диагоЕали прямоугольноrо параллелепипеда
рав}Iы и точкой пересечения (точкой О) делятся пополам, то
точка О равноудаJIена от всех вершин прямоугольного rrа-
раллелепипеда, то есть является центром описанного шара,
а каждая диагонЕLпь прямоугольного IIараллелепипеда явля-
ется диаметром этого шара (например, АСr: 2Д1.

Учитывая, что в прflмоугольном параллелепипеде С,D, l пл. A\D.D, пол)лIаем, что,4_D, -проектIия АСrна плоскость ААрр. Следовательно, 1C4D1- угол наклона дпаrоналиАС,
к пл. AA|DP, и если A\DP - меIIьшая грань, то по условию lCAD|= cr. Если AA|D|D -меньшая боковая грань, то AD - меньшая сторона осIIования (а сторона.4В соответственЕо
ббЛЬшая). Тогда по услоtsию Z САВ = Р. Ив прямоугольЕого треугольЕика АСРr:
CrD, = АС, sin а : 2R sin cr. Но /З : CrD, = 2R sin с. Тогда ив прямоугольного ЬДВС:
CB=ABtgF:2EsinOtgP.
Квадрат диагонали прямоугольЕого параллелепишеда

измерений, то есть Ас|2 :Ав 2 + tsС 2 + ВВ,,r. Отсюда вв|=Jдс?-Ав2-вс2 =

равен сумме квадратов трех его
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2. Шар, описанный около правильной четыреryгольной пиръмиды
1. околО лrобоЙ правильЕОй пrрамrrды мозщЕО опиеать шар (сферу). Центр шара (сферы),

описаЕпоГо околО правильцой пирамцды, леfiсит Еа осп пирамиды (то есть на прямой,
содержатцей вьтсоту правильЕой пирамиды).

2, Радпус шара (сферы), оппсаЕЕого около правIlльЕой четырех5rгольпой пирамиды, равеЕ
радпусу окруJкЕости, описаппой ошоло дпагоЕальЕого сечеЕия пFрамlrды (диагональ-
Еое сечение пир€lМиды 

- 
ато сечеЕие пирамиды, проходящее через вершиЕу пирамиды

и диагональ основания).

3адача 1. Сторона основаЕия правильной четырехугольной пирамиды равна 6. Боковое
ребро пирамиды ЕаклонеЕо к плоскости основаIIия под углом 60". Вычислить пло-
щадь S сферы, описанной около пирамиды.

Пусть SABCD (см. рисУнок) - заданЕая правильная пи-
рамида с высотой so. Поскольку основанием высоты пра-
вильноЙ пирамиды является центр ее осIIоваIIия, то О 

-точка пересечеЕия диагоналей квадратаАВСD. Тогда Ао -проекция бокового ребра SA на плоскость основаЕия двсD,
следовательно, Z SAO - угол меЕсду боковым ребром SA
и плоскоСтью осIIоВаЕия, то естЬ Z. SAO = 60о. Щентр сферы,
описанной около правильЕой пирамиды, лежит на оси SO.
рассмотрим диагональЕое сечеЕие sAc. Так как это сечение
проходит через центр шара, то в сечеЕии пол}rчим большой
круг (радиус которого равеЕ радиусу сферы), описанный
около треугольЕпка SAC.

ПоусловиюАВ=6, тогда AC=6Ji (какдиагоIIаJIьквадрата). ВтреугольникеSдС: Sд:SС(как боковые ребра правильЕой пирамидът) и Z SAC = 60", тогда дsдС - правильньтй.

Следовательно, 4о,". "q"p, 
= 4о"". окружнmти = 

S9 
= * =2Jб .ЕФти Jз Jз

Получаем Soo,". 
"6up. 

= 4пR2 = 96п.

ffj=t
l_-"' ?'r,
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определение. Шар называют вппсанным в ппрампду, если
все грани пирамиды касаются этого шара.

О 
- центр вписаЕIIого шара,

К - точка касания к грани SAC,
ОК = r__,._ __лл (ОК L пл. S,4C)впис. шара \

1. Пирамида, у которой основание высоты -центр вписанной в основание окрух(ности
SO - высота пирамиды SABC
(О - цеЕтр окруЕсности, вписанной
в основание)
Z SMO линейньтй - (ОМ L ВС, S&1 r ВС)
МОr-биссектрисаZSМО,
МО, пересекает SO в точке О,

О1 
- 

центр вписаЕного шара

OO,=rl вцис. шара

OM=r
окр., апис. в основшце

В rпаrcоit, пuрамuOе
ценIпр впuсанно?о
шара лежufп на
вьLсоп,Lе пuрамuOьл
в lпочrcе пересе-
ченu,fl BbLcofnbl с
бuссеlсrпрu,соit, лч-
HettHoeo уэла 0ву-
epatrlo?o уела прч
ocHoBaltuu.

Пуmu реluенuя:

l) ZoMol 1

2
ZSMO. Рассматриваем прямоугольные 

^ 
ОМО|и Ь SOM...;

2) поскольку МО, - биссектриса А SMO,,о 99= SM....
ооr, ом

3)
зупир

'впис.шара - S .

цолЕ. Еир

2. Произвольная пирамида

зVпир
'впис.шара - s .

Еош.шр

Щентр шара, вIIисанного в шроизвольЕую пирамиду, лежит
в точке пересечеЕия биссекторЕых плоскостей двугранных
углов при ребрах пирамиды.

,щостаточно рассмотреть три биссекторные плоскости.

О - центр вписаЕЕого шара,
пл. ВСО 

- 
биссекторная плоскость двуграЕIIого угла

при ребре ВС.

оКLлл.АВС l оК=,| ВПИС, ШаРа
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ТабЛuца 66 lýýi*ý**€****jýiýý*ýý:ý;я*.i.*iз*i*э;***:;

* В записи решеЕия для удобства читателей дана ссылка на соответствующие таблицы, одЕако, оформляя ре-
шецие стереометрических аадач, необходимо ваписывать только содерrfiаIrие соответствующих опорных фактов.
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РЕШЕНИЕ СТЕРЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

НА КОМБИНАЦИЮ ТЕЛ ВРАIIIЕНИЯ
Орuен,iпч,р. Прu релuеtluu зааач на rcомбuн.ацuu пхел враurенuя часп,l,о уOобн.о рассмалп-
рuвапLь осевое сечеfluе OaHHoit, лсолrбulлацuu.

3аДаЧа 1. Образующая конуса равЕа 10 см, высота конуса 8 см. Найдите объем шара,
вписанного в коIIус.

Решение"
Рассмотрим осевое сечение комбинации данных тел" Осевым сече-
нием конуса будет равнобедренный треугольнхк SАВ, основание
которого равно диаметру основания конуса, высота SO - высоте
коЕуса, а боковая сторона - обрааующей конуса. Осевым сече-
нием шара будет круг, радиус которого равен радиусу шара. Так
как шар вписан в коIIус, то круг будет вписан в треугольЕик.
По условию SA = SB = 10 см, SO = 8 см. Тогда из прямоугольного
треугольника SAO: АО = БЛ - SO' = J1OО- 64 = 6 (см).
Щентр вписанного круга (окруlкности) О, ле}кит в точке пересече-
ния биссектрис углов треугольника (табл. 2б). В разнобедреЕном

в треугольнике S.4_B высота SO является одновременно биссектрисой
и медианой (табл. 5).

СледовательЕо, О, лежит на высоте SO и АО, - биссектрисе угла А. Тогда ОО, - радиус
вписанной окружности (так как ОО, L АВ), а значит, и радиус шара, вписаЕIIого в коЕус.
Пусть оо, =, см. Тогда SO, = SO - оо \: 8 - r (см). В треугольнике SAO Ао, - биссектриса, тогда

:? =} 1таОл.8), то""r" 8-'=Ц. Оr"одdх=3(см). Тогда V-чрч=!пОО? =4п,3'=36п (см3).
OOt АО' r б 3 ' 3 '
Оmвеmz 36п сма.

3адача 2. В сберу радиуса Е вписан цилиндр, образующая которого находится
на расстоянии а от центра сферы. Найдите полную поверхность цилиндра.

Решение
Рассмотрим осевое сечеЕие комбинации данных тел. Осевым сечеЕи-
ем цилиндра являетсfi прfiмоугольЕик ABCD (табл. 49), сторонаАВ
которого равЕа диаметру основаЕия цилиЕдра, а сторона AD -образующей цилиндра (а значит, и высоте цилиндра). Осевое се-
чение сферы представляет собой окруЕ(ность (табл. 57), радиус
которой равен радиусу сферы. Так как цилиндр вписаЕ в сферу,
то прямоугольЕик будет вписан в окружность (а окружность -описана около rтрямоугольника). I_{eHTp О окружности, описанной
около прямоугольника, лежит в точке пересечения его диагоналей.

Тогда ОА - радиус описанной окружности, а зIIачит, и радиус данной сферы, то есть ОА= R.
Проведем ОМ I /D, отсюда ОМ - расстояние от центра сферы до образующей Ю, по
условию ОМ = с. Учитьтвая, что ООr ll AD (и ОrО - ось симметрии прямоугольника), по-
лгIаем радиус основания цилиндра: fiо", - АОr= ОМ = а.
Из прямоугольЕого треугольЕика АОrО (табл. 11): ОО, =JAO'-AO| =JR24i. Так как
точка пересечения диагоЕалей осевого сечения цилиндра делит его высоту ОrО, пополам,

то высота цилиндра. H*.=OrOr=2Oot=2JR2 4'. тогда (табл. 51)

Sooo".o- =Sь**2Ц", =2пF!о-,. Н*о+2пR2"о"=2пRопп(Е*"+Е**) =zr*(zr[П'-о" *о).

оrпвеm: Zno(ZJп' -r' * 
")
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Таблъlца б7 i:ii]*r:.*:;xзý*** ýe*ýý;a&rý:r:!ý:g:]ý*;r.::

НАХОЖДЕНИЕ РАССТОЯНИЙ

lVIЕжду скрЕщивАющимися прямыми

В кубе ABCDAP.C.D, с реб-
ром, равIIым едиЕиrде, най-
ти расстояЕие между скре-
щивающимися ребрами ./Д,
п ВС.

Так как ребро куба АВ перпеЕдику-
лярЕо к каждому из даIIЕых ребер
(АВ LАА\иАВ LBC), то это и есть об-
щий перпендикуляр, о котором идет
речь в определении. Поэтому рассто-
яЕие между скрещивающимиея пря-
мыми АА, и ВС равно АВ, а зIIачит,
равно единице.

Еý *гз**,;il#

Орuен,mшр..Через оOн,у ша Оаruн,ьо* лLрямы,х провоОuм fълосftосrпъ, fuараппель-
пую Oруеоil, ърямоti (0пя опlоео Оосtпа,rпочн,о череа пlочrcу ооной ърямоti ъровеспlч
fLРЯМУЮ, fLаРаППеЛЪruУЮ ВmОРОЙ ПРЛМОli, u напitпч рассtпояшuе оttъ пюбоti rпочнu вtпороti
прямоti, к fLпосноСtll,ш, lсоflпорая прохоОurп, через fuересеrcшюuцIеся прямьсе).

3адача 2 Решение

В кубе ABCDAp.C.D,
с ребром, равIIым еди-
Еице, найти расстоя-
Еие между скрещиваю-
щимися диагоналями
боковых граней AD1
п ВrС.

В плоскости грани ВВlС|С проведем еще одну диагонЕlль ВСr, парал-
лельную r4_D, (поскольку четырехугольник ABCLDI- прямоуголь-
ник), которая пересекает ВrС в точке О (см. рисуЕок к аадаче 1).
По IIризнаку параллельности прямой и плоскости (табл. 35)
плоскость Вв\с|с (которая проходит череs две пересекающиеся
прямые ВС, и ВrС) параллельЕа прямой ,4_Dr. Так как расетоя-
Еие между параллельЕыми прямой и плоскостью вевде одинако-
во, то его можЕо найти как расстояние от любой точки прямой
,4Dr, напРимеР от точки А, до плоскости ввlс|С (оно также равЕои расстоянию между скрещивающимися прямымп AD, п ВrС).
Учитывая, что ребро/Jl перпендикулярно к плоскости BlirCrC 1так
как.4В L вс и АВ а вв1), полJлIаем, что расстояЕие от точки А
до плоскОсти ВВrСrС разнО /Д. СледОвательЕо, расстояние между
скрещивающимися прямыми АDrп ВrС равно единице.

бт
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llI способ
Орuенmuр. Череа ilаrull,ы,е fLря,мьLе провоOuм fuараппепън,ы,е лLпосtсосtпч {0ля эmоzо 0о-
сmалпочно черв почrcа o1Hoil, прямоil, провеспLu пряJпую, параллельttую Bmopoit, прямоit,, u

рассJwопреmъ nлoctcoctLlt., прохоOяul,uе через пересеrcаюutuеся прямьlе) lLпlL в 0ашн,оi, юоl+-

фtl,оурацuu п,ахоOuлп fuарапJLепьfuы,е fLпосrcосfпu, rcоmорьLе прохоOяtп через Oапulше с$ре-
lцuв аюurl, е с я fu р я мъс е,

Решение задачи 2

Поскольку у куба противоположные грани попарно параллельны, то грани AAID|D
п ВВrСrС, которые проходят череs данные екрещивающиеся прямые АD, и ВrС, парал-
лельны. Расстояние между параJIлельными плоскостями везде одиЕаково, IIоэтому его
можно найти как расстояние от любой точки плоскости AA|DID до плоскосrи ВВrСrС.
Например, будем находить расстояние от точки А до плоскости ВВlС|С (оно же равно
и расстоянию между скрещивающимися прямыми AD, п ВrС). Учитывая, что ребро АВ
перпендикулярно к плоскости ВВrСrС (так как АВ L ВС у АВ L ВВ1), получаем, что рас-
стояние от точки А до плоскости ВВ|СР равно АВ, то есть единице. Следовательно, рас-
стояЕие между скрещивающимися прямыми АDrп ВrС равно едиЕице.

lV способ
Орuенrпuр. Рассmоя,lluе меuсOу сrcреuruваючцЕмuся, fuрпмы,мu р&вflо расслпояfulrю
меuсOу шх орлпоаон,апьItымч fLроеrcчшя,мu н,а fuпосrcосллLь, fuерfLешOшrcуплрную rc oOH,oti
ч,з ilапtн,ъtх fLрямы,х (прu эrLоJw наOо учumываmь, чmо орrLоаональноil, проеrcцuеit, пря-
tпoi.t на fuлосrcосп-Lь, перпенOurcалярldую eil,, ,я.вляеrпся rпочrcа пересеченuя эmоit, прямоtl
u плосrcосmu|.

3адача 3 Решение

В кубеАВ CDA.B 1С |D I
с ребром, равным еди-
нице, наtтти расстоя-
ние между скрещиваю-
щимися -диагоЕалями

двух соседних граней.

Нам необходимо определить расстояние меЕсду скрещивающими-
ся диагоЕалями двух соседних граней - пусть ато будут диаго-
нали АrВ и ВrС (ем. рисунок). .Щля атого можЕо спроецировать
данные прямые на плоскость ABC.D', перпендикулярную пря-
мой ВrС (поекольку ВrС L ВС1 и ВrС L АВ, то ВrС L АВСР).
В результате проектироваIIия полгIим: ВrС -+ О, ALB ,+ ОrВ
(О и О, - центры граней ВСС\В| и ADD.A' соответственно).

Рассмотрим выносной рисунок прямоугольЕи-
ка ABCrDr. По условию АВ : CrD, - 1. Тогда
ВСr= ADr=€ (*u* диагоIIаJIи квадрата со сто-
роной 1). Нас интересует расстояние от точки О
до прямой ВОr. Проведем ОМ L ВО 1и соедиЕим
точки О и Оr. Тогда ОМ - высота прямоуголь-
ного треугольника ВООf в котором ОО, - 1,

"О 
=+, зIIачит,

шем площадь треугольника ВООlдвумя спосо-

бами: соднойстороны, S*-, =*. 
"О. 

ООr=!;
с другой стороЕы, S*-, =Ъ, 

"Оr,ОМ. 
Отсюда

2SoBoo, 1ОМ =-tr =й. СледовательЕо, расстояЕие

между прямыми АrВ и ВrС равно длиЕе отреs-

ка оМ.,о 
""ru 

*.'{3

3апи-
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Таблuца 68

НАХОЖДЕНИЕ УГЛОВ
МЕЖДУ СКРЕЩИВАЮЩИМИСЯ ПРЯМЫМИ

l способ (по определению)
определение. Углом мехсду скреlцuваtюtllимпся прямымп называют угол мехду прямыми,

которые пересекаются и параллельны данным скрещивающимся прямым.
ОРu,еНmuР.ЧеРеЗ mОчlсу ша oOH,oti ша Оаruн,ьсх прямъl,х провоОч,м, лLря,мую, fla-
раппе пънаю вm,ороil, пря Moli.

3адача 1 Решение
С1 В кубе ABCDAPP.D, найдчте

угол между скрещивающими-
ся прямыми АrВ и ВrС.

Так как ArD ll ВrС (как соответствую-
щие диагонали противоположцых гравей
куба), то по определению Z BA.D - это
угол между скрещив€Iющимися Ерflмыми
АrВ и ВlС. В треугольЕике B.4rD: ВА1 :
: ArD : BD (как диагоIIаJIи граней куба),
зIIачит, это равносторонний треугольник,
то есть Z BA.D: 60О.

lI способ решения (иепользование векторов и координат)

План Решение
1. Вы,браmъ 0ва веrctпо-
ра,,соfпоры,е пеuс&lп fl&
ilанltъtх прлмы,х.

Пусть ф=d, БР=Б и у"ол между прямыми АrВ и ВrС равен 9.

2. Ввесrпч flpя]woa 
"оль-flаю сuсfпему rcоорOч-

н,аm (ч,пu въ1,6раmь ба-
зlt сtlы,е веlепоръt, ) .

Введем прямоугольную систему коорди-
нат так, как на рисунке (начало коорди-
Еат - в вершине D куба, а оси коорди-
нат направляем вдоль соответствующих
ребер куба). Если AD = о, то коордиIIаты
вершин куба, в которых Еаходятся на-
чало и конец выбранных векторов, рав-
ны: А, (о; 0; а), В (а; а;0), В, (а; а; а),
С (0; с; 0).

3. Наiimч rcоорOuпаппы,
въt бр u+tt ы,х в еrсIпо ро в. Тогда АrВ =i=lЦ о-;;,ЕВ =6 =У"5; 61.

4. Наtmч cos g по фор-
лlупе (*| ч з&лLuсаппъ
вепччullu а"ла q.

Учитывая, что уrол между скрещивающимися прямыми острый,
ПОЛ)iтIаеМ Q = 60".
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Таблutца 69

* Основные этапы этой схемы моЕсно испольвовать и в решении задач на вычисление для тел вращеЕия.

7о

РЕШЕНИЕ СТЕРЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

НА ВЫЧИСЛЕНИЕ
Общие рекомендации

t. Иаобраilсеflше fпел в просtп,ран,сtпве н,еобхоОtl,мо вы,flопtlfltпь с учепLом свойсmв парап-
JlelLbfuoao flраеrcпшрова,ttлLя. (см. табл. 37).

2. В ааппсп решеffця lLyilctLo обосltовы,ваппь цлольIсо m,е.уfпверlсOеltuя, lсоfпоры,е буOуm
uсfuо пъ зов а н,ы, в хо 0 е 0 альruеtiчlеао р ешешuя^

Ориентировочная Gхема решения и записи задач*
t. Обосlt оваппь fuопо?rсеfuu,е высоfлъы мfuоао?ран,fuшюа.
2. Обосн,оваrпъ, чrлlо tlрослпраrlсfпвен,н,ы,е у"пы, ш расспl,ояttuя обоан,ачен,ъL лър&вllпъrtо.
3. Ecпtl, рассil,апuрu,ваеfпе сечешше Mfuo?oepanиultrca, лпо н,уrпrло обосttоваппь еао Форму

(еслч эrпу форма uспользуепLе 0ля реш.енuя).
4. Еспtl, расслJаt ршваеfпе rcопбuн,ацшю JпItосоараfuн,urcа ш tпепа врапцеfuлIя,, тпо H,yila{,o oILt -

сапlь в аа ш лJfuое р асп,о JLоrrсен,ше шх а пе мен,fпов.
б. На rcаuсOолп urа?е вьOчлlспеfluil, tlyotcllo ук,азаtп,ь, лIз rcаюоао ffuреg?опьtаIюа опреОепяем

апемен,fпы,, u,, еслtI orl fLpя.моуаопъltъtti, обълснuпLь fLочему.
3адача" В основании пирамиды SABC лежит tIрямоугольный треугольник АВС с прямым
углом С и углом А, равным cr. Каждое боковое ребро пирамиды наклоЕено к rrлоскости
основания под углом 60'. Найдите угол между плоскостью SBC и плоскостью основания
пирамиды.

Решение
1. Поскольку все боковые ребра пирамиды одинаково наклоне-
ны к плоскости осЕования, то оенованием высоты пирамиды
буДет центр окружности, описанноЙ около основания пирамиды
(табл. 50). Так как в основаЕии пирамиды лежит прямоуголь-
ный треугольник, то основанием высоты SO пирамиды будет
точка О - середина гипотенузы,4В (табл. 25) (см. рисунок).
2. Углом наклоЕа ребра SB к плоскости осIIования будет
угол SBO (так как ВО - проекция SB на плоскость АВС)
(табл. 39); следовательно Z SBO = 60".
3. Проведем в плоскости основания ОМ L ВС. Тогда SM L ВС
fiо теореме о трех перпендикулярах (табл. 40). 3начит,
Z SMO - линейный угол двугранного угла при ребре ВС
(а так как он острый, то это и есть угол между плоскостями
SBC и АВС) (табл. 42).

4. Пуеть АВ = х (х > 0). Тогда О"=+=;"
5. В прямоугольЕом треугольЕике SOB Z SBO:60o. Отсюда SO=OB,tg60' =+
6. В прямоугольном треугольЕпке ОВМ l В:90О - с[, следовательЕо,

ОМ =ОВ. sin В = |siл(90'-с) = {cosclL

7. Ив прямоугольного треугольЕика SMO (SO - высота пирамиды):

tg z sMo =# =!=$n. тогда zsMo=arctgtgl
' jcosc UUýL', \coso(/

,5)
Оmвеm: аrсtg| ' t.

\cosO(/
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Таблuца 70

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ НА ПОСТРОЕНИЕ
СЕЧЕ НИЙ МНОГОГРАННИКОВ
3адачи.. рля решения которых используются
свойства параллельных прямых и плоскостей

3qдача 1. В пирампде ABCD черев даIIЕую точку М на ребре АD
проведите плоскость, параллельЕую плоскости граЕи DBc.

Решенме Камментарий
1. Аналuз. ,Щопустим,
что задача решена и со-
ответствующее сечение
МКТ построеЕо. Так как
пл. МКТ ll пл. DBC, то
граЕи ADC и АDВ пере-
секают параJIлельIIые
плоскости по параллель-
ным прямым. Вначит,

МК ll DB и МТ п DC. Это дает возможность
выполIIить построеЕие.
2. Посrпроенuе. Проведем через точку М
в плоскостп ADC прямую МТ ll DC (Т с АС),
а в плоскостп ADB - прямую МК Il ОВ
(К е АВ) и соедиЕим точки Т и Е. Тогда
МКТ - искомое сечеЕие.
3. Щоrcазаmельсrпво. По построеЕию МТ ll DC
п МК ll DB, тогда тл. МКТ ll пл. DBC (по
привнаку параллельЕости плоскостей).
4. ИсслеOованuе. Вадача всегда имеет един-
ственное решеЕие (так как каждый шаг ре-
шения можЕо выполнить однозначно).

В задачах Еа построеЕие в стереометрии
иЕогда удобно использовать схему решения
8адач на построеЕие, иввестIIую из курса
планиметрии: 1) аналuз; 2) noctlpoeшuei
3) Oоrcазаmелъс rпбо; 4) uс с леOованuе.
Как и в планиметрии, на этапе аЕ€lлиза пред-
полагаем, что задача уже решеЕа, выполня-
ем соответствующий рисунок и, опираясь Еа
известные свойства прямых и плоскостей,
пробуем составить плаII построеЕия.
На этапе построеЕия по составленЕому пла-
Еу описываем построение, детаJIизируя его
до элемеЕтарЕых построений в изображеЕ-
ЕЫХ ПЛОСКОСТЯХ.
На этапе доказательства обосновываем, что
в результате построения действительЕо по-
л)Еили фигуру с задаЕIIыми свойствами.
На этапе исследоваIIия рассматриваем KanK-
дый шаг построеЕия и отвечаем Еа два во-
проса: 1) Всегда ли можно выполнить этот
шаг? 2) Сколько фигур полlrqду в резуль-
тате?

Орu,ен,muр. Еслu ilаннъli^t, Ml{olo?patlHurc соОержапl параллелъные zраtLu, rcоrтLорьLе пересе-
rcаеlп плосlсосlпъ сеченuя, rпо прямьLе fLересеченuя сеrcуu4еil, плосrcосrпu с эrпuJпч ?parlLщu
параллельтtы.

2. шостройте сечеЕие прямоугольIIого параллелепипеда
ABCDAP.C.D., rтлоскостью, которая шроходит через точ-
ки К, М, N, гце М с ААr, N с ВВ, и точка К лежит
на грани DCClDt

DлА
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Решение Комментарий

1.ТочкиМпNлежат
и в секущей плоскости,
и на граIIи АВВАf IIоэто-
му секущая плоскость пе-

ресекает ату грань по от-

резку МN.
2. Так как
DCCLD||| lВВ4r, то секу-
щая плоскость пересекает
граЕь DCC|D| по прямой,

проходящей через точку Е и параллельной
прямой МN. Проведем через точку .Гf, отрезок
ТЕ ll MN (Т е DDr, Е с ССr).
3. Соединив отрезками тrолученные точки сече-
ния секущей плоскости с ребрами призмы, по-
лучим четырехугольЕик MNET - искомое се-
чение.

,Щля составления плана построения до-
статочЕо вспомЕЕть, что в прямоуголь-
Еом параллелепипеде противоположные
грани попарЕо параллельны, значит,
ВВА, ll ОССrОr. Секущая плоскость,
которая sадаЕа тремя точками К,
М, N, пересекает плоскость АВВу4, по
прямой МN. Поэтому параллельную ей
плоскость DCC|D| она будет пересекать
по прямой, которая параJIлельна fiря-
мой МN и rrроходит через точку.If,. Это
и дает плаII IIостроеЕия.

,Щля того чтобы выполIлить план постро-
ения, необходимо также }rчитывать,
что прямая МN параллельЕа плоскости
DССLDLи в атой плоскости череs точку 1f,

проходит прямая, fiараллельная данной
прямой.

Метод следов построения сечений
Содержание метода. Сначала строят прямую пересечения секу-

щей плоскости с плоскостью какой-либо грани (сле0 секущей
плоскости на этой грани), а потом IIаходят точки пересечения
секущей плоскости с соответствующими ребрами многогранни-
ка (или с их продолжениями). Иногда для этоrо необходимо

раесматривать определенные вспомогательЕые плоскости, для
которых также строят след секущей плоскости (или след этой
вспоluогательной плоскости на плоскоети какой-либо грани).

,Щля получеIIпя следа (то есть прямой Ь) цлоскости Р на плоскости о (см. рисунок) до-
статочшо пайти,точки пересечеЕIIя двух прямых плоскостr Р с плоскостью о (таК КаК ДВе
точки, например А п С, одЕовЕачЕо определяют прямую Ь).

Необходимо помЕить, что rпочrcа rLересеченuя rcаrcоil,-лuбо прямоit, а плосrcосп"Lu Р С ПлОСlСО-

слпью ч всеоОа лежuлп ruа слеOе fuлослtоспl,u Р на плосrcоспl,u с (то есть на пряrrлой Ь).

Есди рассматривать параJIлельЕое (или центральное) проектироваЕие, то для того, чтобы
найти точку пересечения прямой с плоскостью проекцип, достаточпо наЙти точку пеРе-
сечеЕия прямой с ее проекцией Еа ату плоскость

3адача 3. Поетройте сечение куба ABCDAP\CIDI плоскостью,
rrроходящей через три точки К, L, М, которые ,-Ieж&T нд
попарно скрещиваюIцихся ребрах куба (см. рисунок).
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Рещение
с|

Е

с

Рассмотрим параллельЕое проектироваIIие данЕых точек Еа
плоскость осIIов€lяия ABCD в Еаправлении бокового ребра куба.
Тогда проекциями точек К, М,,LЪудут соответственно точки А,
М, Lf тде LL, ll а,а.
Найдем точку пересечеЕия прямоft LK (лежащей в плоскости
сечения) с плоскостью основаIIия куба. Пересечение прямой trК
с ее проекцпеtт LrA. и будет искомой точкой Р. Она приЕаллежит
плоскости сечеЕия и плоскости основаIIия куба. СледовательIIо,
плоскость сечения пересекает осIIоваIIие куба по прямой. МР
(это и есть след секущей плоскости на плоскости осIIования

КУба). Точка .Н пересечения этой прямой с ребром,4В основания куба является еще одной
точкой сечеЕия куба. Соединяем точки К и Н, Н п М отрезками.
,ЩаЛее иСпольвуем параллельность противоположЕых граней куба, которые секущая пло-
СКОСТЬ пеРесекает по параJIлельным прямым. Через точку Д проведем прямую, параJI-
ЛеЛЬнуЮ КН, п точку ее пересечения с ребром СС, куба обозначим.Е. Соединим точки Д
И М ОТРеЗКОМ. Через точку Z проведем также прямук), параJIлельную НМ, и точку ее
ПеРеСеЧения с ребром A,D, куба обозЕачим F. Соединим точки L п F, К и F отрезками.
ТIТестиугольник KHMELF и будет искомым сечением куба данной плоскостью.

Метод внугреннего проектирования построения сечений
СОдеРЖавие метода. Имея три точки, которые определяют плоскость сечения, Еаходят их
ПРОеКции на какую-то плоскость (наиболее часто на плоскость основаIIия мЕогогранника).
ТаКЖе нш(одят проекцию какой-либо еще Ее построенной точки сечеЕия. (Эту неизвест-
НУЮ ТОчКу сечения, как правило, вьтбирают на боковом ребре многограIIника таким об_
Ра3ОМ, чтобы какие-то 2 отреака, соедиЕяющие четыре точки проекции, пересекались
ВО вIIутРеннеЙ точке этих отрезков.) С помощью трех даIIЕых точек и четырех проекциЙ
находят четвертую точку, приЕадлежащую плоскости сечения. Если необходимо, таким
Же ОбРазом пол)ruают пятую, шестую и т. д. точки, которые лежат на плоскости сечения
и ребрах многограЕника, то ееть полJлIают сечение.

Решенпе задачп 3 методом внутреннеrо проектирования
Рассмотрим параллельное проектироваIIие даIIЕых точек Еа
плоскость основаIIия ABCD в ЕаправдеЕии бокового ребра куба.
Тогда проекциями точек К, M,,L будут соответствеЕIIо точки
А, М, Lr, rде LL, llЛ,О. Будем искать точку Д пересечения
секущей плоскости с ребром СС,. Проекцией точки Д на пло-
скость основания является точка С. Соединим четыре полlЕIgg-
ные точки-проекции двумя отрезками АС п.L,Л1, которые пере-
секаются в точке Х,. Точка Х|- проекция некоторой точки Х
секущей Елоскости, в которой пересекаетсff прямая LM с лока
еще не полЕостью определенной прямой КЕ. Проведя черев
точку.Х, прямую, параллельЕую направлеIIию проектирования
(XlX ll L,LY, в пересечеЕии ее с прямой .LЛy' пол5r,rаем точку Х.
Теперь проводим прямую КХ до пересечеЕия ее с ребром СС,
в точке.Е. Соединяя полученЕую точку Д с данньтми точками -L
и М отрезками, находим две стороЕы искомого сечения.
,Щальнейшие построеЕия, как и при первом способе решеЕия,
опираются IIа параJIлельность противоположЕых граней куба,
которые секущая плоскость пересекает по параjIдельЕым пря-
мым. Через точку ff, проведем прямую, параJIлельЕую LE, пrоч-
ку ее пересечения с ребром,4-В обозначим f/. Соедипим точки Д[
и М отрезком. Через точку К такэ*се проведем прямую, парал-
лельную МЕ, п точку ее пересечения с ребром A,D, обозначим F.
Соединим точки L п F отревком. ТТТggадуI,9льIIик KHMELF ът бу-
дет искомым сечеЕием куба данной плоскостью.

D1 L

"-m
Ав

с1

j.} : {..] 
,

*>-: ='"*-"*|"r,
ilJ

;п.fl, ,J*-J-*j_;" ,

3" 1 i * ,ý;'i;ý'I{',:i
1,i:;iz .+ {- pl
i.- ,"Л l |./
ý ./ ', -..L.'ni*--*;.*;;*^agr!Д

(D

',' l,' , ё, .
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Таблuца 71

ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ
на плоскоGти в пространстве

Az(a; Ь; с)
,4з(а;0; с)

Ь; с)

Координаты середины отрезка

С - середина АВ
А(хr; аr)

в (х2, у 2)

С - середпнаАВ

А(хr; уr; zr)

Р (х"; а2; 22)

х

Расстояние между точками

АВ= - хr)' +(аr-уr)' АВ= ,х, - х1)2 + (у, - уr)" + (z, - zr)2

Уравнение окрlDкности Уравнение Gферы

R х2+у2=7у

о
Щентр окружЕосlти 

-начаJIо координат

x2+y'*z2=R2

I_{eHTp сферы -Еачало координат

оr@; Ь) (х-а)'+(у-Ь)2=Дz

о

(х - а)' + (а - Ь)2 + (z - с)2 = R?

Щентр сферы -точка О, (а, Ь, с)
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Уравнение прямой
на плоскости

Уравнение плоскости
в пространстве

В общем виде: ах*Ьу*с=0 ax*by*cz*d=O - плоскость сх,

u Lй (а, Ь, с)

Еели плоскость сt проходит через точку
М (хо, уо, zo) п uLfi.,
то уравЕеЕпе плоскости ct,:

а (х - х) + Ь (у - у) * с (z- zo) = 0

С угловым коаффициеЕтом (при Ь * 0)

- прямая l

угловой
коэффициент

прямой /_В: ho"- аВ-!д
Хв-Хд

условия параллельности и перпендикулярности прямьlх на плоскости

- прямая l
- прямая 77?,

lLmэkr,.kr=-L
I||rпэIi:;I:

Таблuца 72

,о'"
л

вЕкторы
ОПРеДеЛеНИе. &еКГОВОП+ 

|Щ.пиэ;;. j,IФго +тFеýка жазыЕЕ_t{}у &хlswбji1 g,ur*-
назьýЕэ-нJТ::апlэавл_енньlй 

| 
аgзепz, эбеопрол"п.уitэвl вемячtl,мой} веrcжъвра.

отрезок.

Координаты вектора
на плоскоGти

Координаты вектора
в пространстве

д@r; аr)

|d|=а;3

1ц@"; аr)
d (аr; аr),

где 4r = Хr- Хр
а, =.U2 - at

ц(хr; аr; zr)

4(хr; уr; zr)

ф+а'"+а!

d (ari аr, а"),

аr= Хr- Xrl
где а2= а2- ар

аз= 22- z!

В координатах

d (ц; а2; ag) = Б (ц; bz; u", *I?r|?,
Lo, = D,

d(q;а)=Б(ц; ь)о{Ч=?
|az= oz

7б

y=krx*b,
y=hrx*



Е

ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ
Сумма векторов

на плоскости в пространстве

d. (аr; а) + Б (Ьr; Ьr) = е {al + Ь; а" + Ь") d (аr: ari а) +6 (Ьr;Ьr;Ь) = е (а, + Ьr; а, +bri с, + Ьr)

правило треугольника П равило параллелепипеда

(\

а*Ь
|- -,с

ТБ+Её =Тё

бЙ =оА+ов+ос

Гl \";
l ' lci
l l l}
l l l,

, lс)l
Il

о!----\-
/-l t

,' 
-tt-lt

Правило
параллелограмма

Разность векторов

d (аr; аr) -Б (Ьr; Ьr) = ё (а, - bri а, - Ьr) d (аr; ari а")-5 (Ьr;Ьr;Ьr) =ё (аr-Ьr; ar-bri аr-Ь"\

R-м=Ее

Умножение вектора на число

Х.@пф=ФапТф Х, ("r; "rij = Фаrilа.;Тф

(-
При }, > 0 вектор },d и вектор d направлеЕы
одиЕаково.
При }, < 0 вектор }"d и вектор d направлены
ПРОТИВОПОЛОЕСНО.

в

А в
л

lrdl=lr1.1al
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Определение. Ненулевые r"*rор", rra"""о,
коллпнеарными, если они ле)(ат
на одной прямой илина параллельных
прямых.

IСолпt^снеарflьLе веfttпоръL н,аправпен,ъL пuбо оОullоlсово,
мl,бо ъроmшвоfuо по ilсruо.

dиБ коллинеарЕы эБ =)ьdе\=Ц=Ь,а| а2 аз

(соответетвующие координаты пропор-
циоIIаJIьны, то есть Ь, : Lаr; Ь, : Xa"i
Ь, : l,cr)

Скалярное п роизведение векторов
а

d -, 

-?

2т/.Ь * \
-g+4 йХ

d.Б=ld1.1r|."oscp
Сrcалярное проuзвеOенuе Bercfrlopol
равно проuзвеOенuю uх 0лuны на
rcосuнус уела межOу ншмu,

В координатах
на плоскоGти в пространGтве

d(q;аr); 61ьr;Ьr1 d. (q; аr; аr); Б 1Ьr; Ьr; Ь"У

d .6 = аr. Ьr+ аr.Ь, d.Б =Щ ,Ьr+ аr. Ьr+ аr. Ь,

СrcалярнОе проuзвеOенuе веклПоров paBllo cyьJпe проuзвеОенuя oOHoujweъHbLx rcоорОuнаm.

При d+Ои6+О d.-Б=оэdLБcl

Таблuца 74

РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРА
на плоскости в проGтранстве

й-
аиЬ

произвольньтй вектор плоскоети,

- неколлиЕеарные векторы.

Всегда существует разлOжение:

й=ud,+Fб (сrrF-единственньте)

0,

m

uа

й - произвольный вектор пространства,
а, Ь и ё - некомпланарные (то есть не па-
раллельные одной fiлоскости) векторы.

Всегда существует разложение:

й=аd,+Fб +уё (сr, 0 и y - единственные)

а

->
+-

а

}u
\

Б

а



Таблuца 75

ПЕРЕВОД ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФАКТОВ

НА ВЕКТОРНЫЙ ЯЗЫКИ ВЕКТОРНЫХ

СООТНОШЕНИЙ НА ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ЯЗЫК
в

А D
а.

u}

Прямые параллельЕы
аllЬ

(прямьте а и Ь
не совпадают)

Векторы коллинеарны

Б=хб

СсАВ
(#=^)

Векторы коллинеарны
й:хR

ил, бё = рбА+(1-р).0Е

Ас tTL

сВ l,

ф R=ЩеБ;
п

Ф ое- п й* ^ бБ.
пL+ п fn+ п

с - серед ина АВ (# = r) бе=+(й+Oъ)

л
М - середина -А8;
К - середина CD

1 .-
мк =* (дс + BD)

2

М - точка пересечения
медиан Ь АВС;

О - произвольная точка
бй =} (оz*ов+б0)

aLb
Б.сб=о

(Б *0, 0D + 0)

в
а

А а
АВ=а

t -t2 - Ав, lal=oа'=1а| , ГДе О=
(в координатах:

|d|=Jаа" - на плоскости;
Го-п

l "|= ,!*i + yi + zi - в гrространстве)

л

ZBAC=9
cos {р = ЭI_.

rо1,1Бl'

"де 
Е =d,, R=6,

Q - угол между векторами d и Ь

D е лл. АВС
СеАВ

О - произвольная точка

ф еб =uеtr +Fб;
q бб = абА+ 9О] + (1 - & - Р) ОС
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Т'абл,lti:,rs 76

ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ
схема решения геометрических задач векторным методом

1. Перевести требование вадачи на векторный явык (табл. 75).
2, Ввести прямоугольItуIо систему коордиЕат или вьtбраmь Ова неltоллuнеарньIх веrcmора

ruа плосlсосrпu (uлu пхрu неrcолIпланарнъLх веrcлпора в проспрансmве) rcаrc базuсные.
3, Найтп коордпЕаlы векпоров, вцдеJIеЕньD( в lryrrкт..e 1, пли вьlразurпъ эrпч Bercfnopbl через ба-

зuсldьLе.
4, ,Щоказать или пайти выделеIIЕое в IIуЕкте 1 соотпошение и перевести резудьтат Еа гео-

метрический язык (для перевода опять воспqльзоваться соотношениями табл. 75).
3адача 1. В пряМоугольЕоМ треугольНике АВС (l С :90') Ас : а, ВС : аJi.,Щокажите,
что меДиаЕы, проВеДеЕЕые и3 Вершин А п С, В3аимЕо перпенДикУлярЕы.

1. Если АТ исм - медиаЕы данЕого прямоугольЕого треугольЕи-
ка, то 0ля Oоrcазаmельсrпва uх перпенOulсулярtdосrпu Оосmаrпоч-
но Oоrcазаmь, чtтLо слсалярное проuзвеоенuе сооrпвепLспхвуюu|uх
BercrLopoB равно t{улю, то есть доказать, чrо 77 . СЙ =о.

2. ВвеOем сuсrпеlwу rcоорОuнаrп так, как изобраясено Еа рисун-
ке. Тогда точки А, с, в, т, м (Т - середина СВ, М - сере-
дина ,4-В) имеют координаты: А (с,. 0), С (0; 0), В (0; alr),

о.

4.

,[,,+) , м(t,+)
&апuщелw rcоорOuнаmъL веrcrпоров, въtОеленнъLх в панrcrпе 1 (см. табл. 72):

п=(-о,+),m=(з,+).
HaitOeM сrcалярное проuзвеОенuе эпl,uх веrcmоров:

тi.m=-а.g-+ +:_Ё**=о.
Это равеНство И озЕачает, что вектор"т П . еЙ перпеЕдикулярны (табл. 75), то есть
медиаЕы АТ п СМ вваимIIо перпеЕдикулярЕы.

79
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